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Capitulo

Teoria de Conjuntos: los primeros
pasos

La Teoria de Conjuntos constituye una base para el desarrollo
de todas las matematicas, ya que todo concepto matematico puede
expresarse mediante conjuntos y operaciones sobre ellos. Pero solo la
Topologia General se entrelaza con la Teoria de Conjuntos a tal grado,
que muchos problemas topologicos no se pueden resolver en el marco
del sistema actual de axiomas. Ademas, es practicamente imposible
indicar una linea que separe los métodos de la Teoria de Conjuntos
y los métodos del estudio de los espacios topologicos. Por eso, un
entendimiento profundo de la Topologia General es impensable sin una
preparacion fuerte en la Teoria de Conjuntos.

El proposito de esta clase es estudiar el concepto de la cardinalidad
de un conjunto. Primero veremos esta nociéon de manera intuitiva
llegando al final no s6lo a su trato riguroso sino también probaremos
varios teoremas clasicos sobre el comportamiento de cardinalidades.
Intuitivamente, la cardinalidad de un conjunto A es el nimero de los
elementos de A.

Tratemos de dar una definicion formal de ello para conjuntos
finitos. Para empezar, relexionemos sobre el siguiente enunciado: “el
conjunto A tiene 2007 elementos”. Intuitivamente esto significa que
podemos elegir una enumeracion {as, ..., dzp07} de los elementos de A.
Esta enumeracion no puede ser cualquiera; en primer lugar, tiene que
abarcar todos los elementos de A, es decir debemos tener la igualdad
A={ay,...,a07} Y, en segundo lugar, la enumeracion debe ser fiel, es
decir i # j tiene que implicar a; # a;. Es un buen ejercicio demostrar,
haciendo uso de la induccion matematica que una tal enumeracion
siempre existe para cualquier conjunto finito.

EJErcicio 1.1. Pruebe que si A tiene n elementos y tenemos una
enumeracion {ai,...,a,} del conjunto A tal que A = {ay,...,an}
entonces esta numeracion es fiel.

EJERCICIO 1.2. Supongamos que A es un conjunto finito y {ay,...,
a,} es una enumeracion fiel de A. jExistirdA un nuimero natural m
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2 1. TEORIA DE CONJUNTOS: LOS PRIMEROS PASOS

distinto de n para el cual haya otra enumeracion fiel {by,..., b} del
mismo conjunto A?

Obsérvese que en nuestro intento de dar la definiciéon de cardi-
nalidad ya tenemos los nimeros para medir ésta; los elementos de N
nos sirven de indicadores de la cantidad de los elementos que tiene
un conjunto. Pero jqué tal conjuntos infinitos? ;Con qué ‘“ntimeros”
mediriamos su cardinalidad? Las respuestas a estos planteamientos no
son faciles y requieren un muy buen entendimiento del concepto de
funcion.

DEFINICION 1.3. Dados conjuntos A y B una funciéon f: A — B se
llama inyectiva (o inyeccién) si a # a’ implica que f(a) # f(a’).

DEFINICION 1.4. Si A y B son conjuntos entonces una funcion
f: A — B se llama sobreyectiva si f(A) = B, es decir, para cada b € B
existe a € A tal que f(a) = b.

DEFINICION 1.5. Una funciéon f se llama biyeccién si f es inyectiva
y sobreyectiva al mismo tiempo.

Observe que la funciéon f: R — [0,+oco0) dada por la formula
f(x) = x*> es sobreyectiva pero no inyectiva mientras la funcion
g: R — R definida por la igualdad g(x) = arctan(x) es inyectiva pero no
sobreyectiva. Las tres clases de funciones que acabamos de introducir
seran muy utiles para poder comparar cardinalidades de conjuntos.

EJErcicio 1.6. Dados dos conjuntos arbitrarios A y B pruebe que
existe una inyeccion f: A — B si y sblo si existe una sobreyeccion
g: B— A.

Esercicio 1.7. Dadas funciones f: A — By g: B — C demostrar
que

a) si fy g son inyecciones entonces go f: A — C también es una
inyeccion;

b) si fy g son sobreyecciones entonces go f: A — C también es
una sobreyeccion;

¢) si fy g son biyecciones entonces go f: A — C también es una
biyeccion.

Dado un conjunto A, haciendo ids(x) = x para todo x € A,
obtenemos la funcion identidad id,: A — A. Podriamos decir que
la funcion identidad no hace nada, dejando todos los puntos de A en
su lugar. De modo que la funcién identidad no es muy interesante en si
misma. Sin embargo, nos va a servir para definir el siguiente concepto
fundamental.
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DEFINICION 1.8. Dada una funcion f: A — B, una funcion g: B — A
se llama la inversa de f (v se escribe que g = f~!)si fog =1idgy
go f = ldA

Aqui hay dos observaciones importantes. Primero, el simbolo f~!
no significa la inversion en los niimero reales, es decir f~'(x) no tiene
nada que ver con el numero ﬁ en el caso de ser f una funcion real.

Segundo, en la definicion dijimos la inversa de f dejando entrever
que la inversa es unica, es decir no pueden existir dos inversas distintas
de f. Efectivamente, éste es el caso aunque no es tan evidente de la
definicion.

Eiercicio 1.9. Dada una funcién f: A — B probar que existe
maximo una inversa de f. En otras palabras, si existen inversas
g, h: B— A parala funciéon f entonces g = h.

Esercicio 1.10. Probar que si f: A — B entonces existe una inversa
para f siy sélo si f es una biyeccion.

Esercicio 1.11. Dada una biyeccion f: A — B probar que su funcion
inversa f~!: B — A también es una biyeccion.

En este momento ya estamos preparados para aprender cOmo se
comparan las cardinalidades de conjuntos arbitrarios (no necesaria-
mente finitos). Sin embargo, estard fuera de nuestro alcance el concepto
de cardinalidad ya que para dar su definicién rigurosa necesitariamos
una buena parte de un curso avanzado de la Teoria de Conjuntos.

DEFINICION 1.12. Si A 'y B son conjuntos, se dice que la cardinalidad
de A no excede la cardinalidad de B (y se escribe |A| < |B|) si existe una
inyeccién f: A — B. Se dice que las cardinalidades de A y B son iguales
(v se escribe |A| = |B| en este caso) si existe una biyeccion f: A — B.
Finalmente, se dice que la cardinalidad de A es estrictamente menor
que la cardinalidad de B (o sea, |A| < |B|) si |A| < |B| pero no es cierto
que 4| = |B.

Claro que nuestra definiciéon de comparacion de cardinalidades no
serviria de nada si no coincidiera con la comparacién del nimero de
elementos en conjuntos finitos.

Esercicio 1.13. Probar que para cualesquiera conjuntos finitos A
y B
a) el namero de elementos de A es menor o igual que el nimero de
elementos de B siy soélo si |A| < |B;
b) el nimero de elementos de A es igual al nimero de elementos de
Bsiysolosi|A| =|B|.
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El uso de los simbolos de desigualdades numéricas sugiere que
las (des)igualdades cardinales tienen las mismas propiedades. Esto no
es consecuencia inmediata de las definiciones pero resulta ser cierto,
aunque a veces la demostracién no es nada trivial.

Esercicio 1.14. Probar que para cualesquiera conjuntos Ay B
a) si A C B entonces |A| < |B[;

b) Al = |A]y |A| < |A];

c) si |A| = |B| entonces |B| = |A;

d) si|A| = |B|y |B| =|C| entonces |A| = |C];

e) si |A| = |B| entonces |A| < |B|y |B| < |A];

f) si|A| <|B|y |B| < |C]| entonces |A| < |C|;

g) si A es finito y B es infinito entonces |A| < |B.

Ya hemos visto que la cardinalidad de conjuntos finitos se mide
con numeros naturales, es decir los elementos de N. De aqui es clara la
importancia de medir la cardinalidad por medio del conjunto N entero.

DEFINICION 1.15. Un conjunto A se llama numerable si |A] < |N|;
recuerde que esto significa que existe una inyeccion de A en N.

Los conjuntos numerables tienen mucha mas importancia que
los conjuntos finitos. El siguiente ejercicio presenta las propiedades
principales de los conjuntos numerables.

Ejercicio 1.16. Demuestre que

a) cualquier subconjunto de un conjunto numerable es numerable;

b) un conjunto A es numerable siy s6lo si existe una sobreyeccion
[N — A

¢) cualquier conjunto infinito contiene un conjunto infinito nume-
rable.

Ahora que podemos comparar la cardinalidad de conjuntos es tutil
verificar qué tanto coincide esta comparacion con el hecho de que un
conjunto tiene mas puntos que el otro. Por ejemplo, aparentemente el
conjunto Q de los nameros racionales tiene muchos mas puntos que
el conjunto N pero ;jsera asi de acuerdo a la definicion formal? La
respuesta ya no es facil y se deducira del siguiente resultado.

TEOREMA 1.17. Supongamos que A,, es un conjunto numerable para
todo n € N. Entonces el conjunto A = |J{A, : n € N} también es
numerable. En otras palabras, cualquier union numerable de conjuntos
numerables es numerable.

DEMOSTRACION. El primer paso es construir una sobreyeccion de
N sobre el conjunto N x N = {(m,n) : m,n € N} de todos los pares
ordenados de los naturales. Hagamos By, = {(m,n) e NxN: m+n =k}
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para todo k € N. Es evidente que B; = @ mientras |By| = k — 1
para todo k > 2; ademas, N x N = [J{Bx : k € N}L Hagamos
my=0+1+...+(k— 1) = ¥ y consideremos los conjuntos C; =
C,={1},C;={2,3} y,en general, Cy = {my_; +1,...,my} para todo
keN.

Es facil ver que |Cy| = my — my_1 = k — 1 = |Bi| asi que podemos
fijar una sobreyeccion hy : C, — By para todo k € N. Si n € N entonces
existe un unico k € N tal que n € Ci; hagamos h(n) = hy(n). Los
conjuntos Cy son disjuntos asi que tenemos bien definida la funcion
h:N — N x N. Como h(Cy) = hi(Cy) = By, el conjunto By esta contenido
en h(N) para todo k € N. Los conjuntos By cubren a N x Ny por lo tanto
h(N) =N x N asi que la funcién h : N — N x N es una sobreyeccion.

Por ser el conjunto A, numerable existe una sobreyeccion g,,: N —
A, para todo n € N. Para cualquier (m,n) € N x N hagamos
fm,n) = gy(m) € A,, C A; ésto nos da una funcion f: N x N — A,
Sia € A, entonces existe un namero n € N tal que a € A,; como g,
es sobreyectiva, podemos encontrar m € N para el cual g,(m) = a.
De modo que f(m,n) = g,(m) = a lo cual prueba que la funcion f es
sobreyectiva y por lo tanto el conjunto A es numerable (véase Ejercicio
1.16). O

CoroLARIO 1.18. Los nuimeros racionales forman un conjunto nu-
merable.

DEMOSTRACION. Fijemos un numero n € N arbitrario y consi-
deremos el conjunto Q, = {%! : m € Z}. La igualdad Q, =
{0y U MUU{{—-%,m} : m € N}) muestra que Q, es union numerable
de conjuntos finitos y por lo tanto es numerable por el Teorema 1.17.
Es un ejercicio facil ver que Q = (J{Q, : n € N} de modo que pode-
mos aplicar el Teorema 1.17 una vez mas para concluir que Q es
numerable. ([

Hasta este momento s6lo hemos manejado conjuntos infinitos
numerables. ;Sera que todos los conjuntos infinitos son numerables?
El siguiente teorema de Cantor muestra que hay muchos conjuntos
infinitos no numerables.

TeEOREMA 1.19 (Cantor). Dado un conjunto A sea exp(A) = {P: P C
A}. Entonces |A| < | exp(A).

DEMOSTRACION. Para todo a € A hagamos f(a) = {a}, es decir le
asociamos a cada a € A el conjunto f(a) cuyo unico elemento es a.
Es inmediato que la funciéon f: A — exp(A) es inyectiva y por lo tanto
Al < [exp(A)].

Para descartar la posibilidad de que |A| = | exp(A)| supongamos que
existe una sobreyeccion @ : A — exp(A). El conjunto Q = {a € A :
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a ¢ p(a)} pertenece a exp(A) y por lo tanto existe un punto x € A tal
que @(x) = Q. Si x € Q entonces, por definicion de Q, tenemos que
x ¢ p(x) = Q lo cual es una contradiccién. de modo que x ¢ Q lo
cual quiere decir que x € @(x) = Q asi que tenemos una contradiccion
final misma que comprueba que no puede existir una sobreyeccion de
A sobre exp(A). O

CoRrOLARIO 1.20. El conjunto exp(N) de todos los subconjuntos de N
no es numerable.

El lector seguramente noté que no dijimos nada sobre la situacion
cuando |A| < |B] y |B|] < |A| al mismo tiempo. Tendriamos que
preguntarnos si en este caso tenemos que |A| = |B| porque esto
es cierto para los numeros reales. Sin embargo, pospusimos la
discusion del tema porque la respuesta (que es positiva) constituye
un famoso resultado de Schroder-Bernstein y su demostracion requiere
un esfuerzo considerable. De modo que cerraremos la primera clase
con este hermoso teorema.

TEOREMA 1.21 (Schroder-Bernstein). Para cualesquiera conjuntos A
¥ B si existe una inyeccion de A en B y una inyeccion de B en A entonces
existe una biyeccion entre A y B. En otras palabras, las desiguladades
|A| < |B| y [B| < |A| implican que |A| = |B].

DEMOSTRACION. Podemos suponer, sin perder la generalidad, que
AN B = @. Fijemos inyecciones f: A - By g:B — A;siB = f(A)y
A’ = g(B) entonces f : A — B 'y g: B — A’ son biyecciones y por lo
tanto existen funciones inversas f~! : B — Ay g~!': A’ — B mismas
que son biyecciones (véase Ejercicio 1.11).

Hagamos C; = g(B \ B'); procediendo inductivamente, si n € N
y tenemos un conjunto C, C A hacemos C,;1 = g(f(Cy)). Esto
nos brinda una sucesion {C, : n € N} de subconjuntos de A; sea
C = U{Cn : n € N}. Observe primero que la definicion del conjunto C
muestra que C; = g(B\ B') C g(B) y Cps1 = g(f(Cy)) C g(B) para todo
n € N por lo cual

(1): Cc g(B) = A’
Resulta también que
(2): f(g(C)) C C, es decir, f(g(x)) € C para todo x € C.

En efecto, si x € C entonces x € C, para algun numero n € N;
de aqui, f(g(x)) € Cn;1 C C vy por lo tanto la propiedad (1) queda
demostrada. Demostraremos adicionalmente que

(3): siyeByg(y) ¢ Centonces y c By f~1(y) ¢ C.

Noétese primero que si y € B\ B’ entonces g(y) € C; C C lo cual
contradice nuestra hipoétesis; de modo que y € B’ y por lo tanto la
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funcion f~! esta definida en el punto y. Ahora, si x = f~(y) € C
entonces g(y) = g(f(x)) € C por la propiedad (2); la contradiction
obtenida muestra que la propiedad (3) esta demostrada.

Dado cualquier punto x € A hagamos @(x) = g '(x) si x € C
(observe que la propiedad (1) implica que la funcion g—' esta definida
en x); para todo x € A\ C hacemos @(x) = f(x). De manera que
tenemos una funcion @ : A — B; probemos que @ es una biyeccion.

Sia#bya,b c Centonces g~'(a) # g~ '(b) por ser g~! inyectiva;
de modo que @(a) = g~'(a) # g~ '(b) = p(b).

Sia#bya,be A\ C entonces f(a) # f(b) por ser la funcion f
inyectiva; de modo que @(a) = f(a) # f(b) = p(b).

SiacC,bec A\ Cy @(a) = @(b)=yentonces y =g a) = f(b) €
B’ ypor lo tanto a = g() = g(f(b)) € C.Si a € C; entonces y € B\ B’ lo
cual es una contradiccion. Si a € C,, para algin n > 1 entonces existe
a' € Cy_; tal que a = g(f(a’)); consecuentemente, g(f(a’)) = g(f(b)).
Como la funcion g o f es inyectiva (véase el Ejercicio 1.7a), resulta que
b =a’ € Clo cual también es una contradiccion. Entonces @(a) & @(b)
y quedo6 demostrado que @ es una funcién inyectiva.

Finalmente tomemos cualquier punto v € B; si x = g(y) € C,
entonces y = g~'(x) = @(x). Si g(») ¢ C entonces x = f~1(y) ¢ C por la
propiedad (3) asi que y = f(x) = @(x). De modo que para todo y € B
existe x € A tal que y = @(x), es decir la funciéon @ es sobreyectiva y
por lo tanto es una biyeccion entre A y B. O

Tarea de la Clase 1

La siguiente lista contiene preguntas de dificultad variable. La
respuesta puede requerir un rengléon o varias paginas asi que no se
desanime si no le sale la respuesta. Al fin que so6lo intentando y
fallando se aprende.

Problema 1.A. Demostrar que |N| = |Q)].

Problema 1.B. Demostrar que si |A| < |B|, entonces |exp(A)] < exp(B)|.
Deduzca de este hecho que |A| = |B| implica que | exp(A)| = exp(B)|.

Problema 1.C. Observe que, para cada x € R existe una sucesion Sy C Q que
converge a x. Pruebe que la funcion @ : R — exp(Q) dada por la asociacién
x — Sy, es inyectiva y por lo tanto |R| < |exp(N)|.

Problema 1.D. Demuestre que |R| = |(a, b)| para cualesquiera a, b € R tales
que a < b.

Problema 1.E. Considere el conjunto Fun(N) = {f : N — {0,1}} de todas las
funciones de N a {0,1}. Dado un conjunto A C N hagamos xa(n) = 1 si
n € Ayseayxa(n)=0sin ¢ A.Pruebe que la asociacion A — x4 brinda una
funcion inyectiva de exp(N) en Fun(N) y por lo tanto | exp(N)| < | Fun(N)|.

Problema 1.F. Dada una funcion f € Fun(N) hagamos @(f) = Zfl %)
Pruebe que el nimero @(f) esta bien definido para cada f € Fun(N)
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y la funcion @: Fun(N) — R es una inyeccion. Deduzca de aqui que
|R| = | exp(Q)| = | exp(N)| = | Fun(N)|.

Problema 1.G. Demuestre que |R| = |R"| para todo n € N.

Problema 1.H. Supongamos que A es un conjunto finitoy f: A — A es una
inyeccion. Probar que f es biyectiva.

Problema 1.I. Supongamos que A es un conjunto finitoy f: A — A es una
sobreyeccion. Probar que f es biyectiva.

Problema 1.J. Supongamos que f: A — By g: B — C son biyeccciones.
Probar que (go f) ' = flog L.

Problema 1.K. Dadas funciones f: A — By g: B — C supongamos que g o f
es sobreyectiva. Probar que las funciones f'y g también son sobreyectivas.

Problema 1.I. Dadas funciones f: A — By g: B — C supongamos que g o f
es inyectiva. Probar que las funciones f y g también son inyectivas.

Problema 1.M. Supongamos que un conjunto A es no numerabley B C A es
numerable. Probar que |A| = |A \ B|.

Problema 1.N. Sea Fun(A) = {f : A — {0,1}} para cualquier conjunto A + &.
Demostrar que |A| < |Fun(A)|.

Problema 1.0. Supongamos que |A,| < |R| para todo n € N. Probar que
|U{An i n € N} < [R|

Problema 1.P. Supongamos que para funciones f: A — By g: B — A se
tiene que g o f = ida. Probar que f es inyectiva y g es sobreyectiva. Dar
un ejemplo que muestre que ninguna de las funciones f y g necesita ser
biyeccién.

Problema 1.Q. Probar que una funcién f: A — B es inyectiva si y so6lo si
f(PN Q)= f(P)N f(Q) para cualesquiera P,Q C A.

Problema 1.R. Un numero + € R se llama algebraico si existe un polinomio
p(x) con coeficientes racionales tal que » es una raiz de p(x). Probar que
el conjunto de los nimeros algebraicos es numerable.

Problema 1.S. Dados conjuntos Ay Bsea A x B={(a,b):a € A, b € B}; el
conjunto A x B se llama el producto de Ay By se denota por A x B. Probar
que si A y B son numerables entonces A x B también es numerable.

Problema 1.T. Sabiendo que |A| = |A’| y |B| = |B'| probar que se tiene la
igualdad |A x B| = |A’ x B'|.

Problema 1.U. Probar que si |[A| < |R|y |B| < |R| entonces |A x B| < [R].

Problema 1.V. Para cualesquiera conjuntos Ay B sea A® el conjunto de todas
las funciones de B en A. Sabiendo que A, By C son conjuntos mutuamente
ajenos demostrar que |A® x AC| = |APYC),

Problema 1.W. Dados conjuntos mutuamente ajenos A, By C demostrar que
|(AB)C| — ‘ABXC‘.

Problema 1.X. Demostrar que |R"| = |R|.

Problema 1.Y. Dado un conjunto B supongamos que |A;| < |B| para todo
i € N. Probar que | J{A;:i € N}| < [B"].

Problema 1.Z. Sabiendo que R = | J{An : n € N} demostrar que existe n € N
tal que |Ag| = |R|.



Capitulo

Espacios topologicos generales

Tenian que pasar mas de dos siglos desde la época de Newton y
Leibnitz hasta la aparicion de los trabajos fundamentales de Cauchy,
para que la nocion de “infinitamente pequeno” adquiriera una de-
scripcion rigurosa. De modo que se pusieron los cimientos solidos
para el desarrollo de la Geometria y del Analisis. A principios del siglo
xx Fréchet y Hausdorff descubrieron el concepto que absorbi6 todo lo
necesario para poder manejar con precision impecable la continuidad
en todas las situaciones imaginables. Lo mas sorprendente de este de-
scubrimiento es la sencillez y universalidad del concepto mencionado,
mismo que llegd a llamarse espacio topoldgico.

DEFINICION 2.1. Un espacio topolégico es un par (X, 7) donde X es
un conjunto y T una familia de subconjuntos de X para la cual se
satisfacen las siguientes condiciones:

(hgeTtyXeT;

(i) siUeTyVeT entoncesUNV € T;

(iii) si W C T, entonces | JU € T.
Los elementos de X se llaman puntos de (X, T) y los elementos de la
familia T se llaman subconjuntos abiertos del espacio (X, T). Recuérdese
que el conjunto | JU = {x € X : existe un U € U tal que x € U} es la
union de la familia U.

ACUERDO 2.2. Para referirnos a un espacio topolégico (X, T) seguire-
mos la practica comun de escribir simplemente X en lugar de (X, 1).
Si X es un espacio topoldgico entonces su topologia se denota por
T(X); ademas, T*(X) es la familia de todos los subconjuntos abiertos no
vacios de X.

En los siguientes ejemplos veremos que muchos objetos de estudio
en Matematicas son espacios topologicos.

EseMpLO 2.3. Dado cualquier conjunto X sea T =exp(X) ={Y:Y C
X}, es decir, la familia T consiste de todos los subconjuntos de X. Es
trivial que se cumplen las condiciones (i)-(iii) de la Definicién 2.1 y por
lo tanto (X, T) es un espacio topolégico; la topologia T (que se llama

9
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discreta) es la maxima posible en el conjunto X ya que cualquier otra
topologia en X estaria contenida en T.

EjEmMPLO 2.4. Dado cualquier conjunto X sea 7 = {&, X}, es decir,
la familia T s6lo consiste de los dos subconjuntos obligatorios de
X. Es facil cerciorarse de que se cumplen las condiciones (i)-(iii) de la
Definicién 2.1 y por lo tanto (X, T) es un espacio topologico; la topologia
T (que se llama antidiscreta) es la minima posible en el conjunto X ya
que T estaria contenida en cualquier otra topologia en X.

EjempPLO 2.5. En el conjunto R de los nimeros reales consideremos
la familia 7y = {@} U{U C R : para todo x € U existe € > 0 tal que
(x — &, x +¢&) C U}. Es un buen ejercicio para el lector comprobar que
Ty es una topologia en el conjunto R misma que se llama la topologia
natural de R. En todas las afirmaciones futuras, si R se considera como
espacio topologico, esto significa que trae la topologia natural, es decir
se identifica con el espacio (R, Tx). De hecho, la topologia natural de R
esta detras de casi todos los teoremas del Analisis que tienen que ver
con R y funciones reales.

EjempLO 2.6. En el conjunto R" consideremos la familia 7§ =
{o}U{U C R"™ : para todo x = (x1,...,Xy,) € U existe € > 0 tal que para
cualquier punto y = (y1,..., Yn) € R" si \/(yl — X124+ (Y — xXn)?
< € entonces y € U}. La familia 7§} es una topologia en el conjunto
R" misma que se llama la topologia natural de R™. En todas las
afirmaciones futuras, si R" se considera como espacio topologico, esto
significa que trae la topologia natural, es decir se identifica con el
espacio (R", T%%). La topologia natural de R juega un papel fundamental
en casi todos los resultados del Analisis que tienen que ver con R" y
funciones reales de varias variables.

DEMOSTRACION. Dado un punto x € R" y € > 0 vamos a necesitar

el conjunto B.(x) = {y = ()V1,...,¥n) € R": 1/2&(3@ —x;)? < €}. En

esta terminologia un conjunto no vacio U C R" peretence a T siy solo
si para cada x € U existe € > 0 tal que B:(x) C U.

Se supuso que el conjunto vacio es abierto y para demostrar que R™
lo es es suficiente notar que, para checar que se cumple la definicion,
se puede tomar ¢ = 1 para todo x € R™.

Sean U,V € 7{;siUNV = &, entonces UNV € 7. SiW =UNV # 2,
tomemos cualquier x € W. Existen &;,& > 0 tales que B, (x) C U
y Be,(x) C V. Haciendo ¢ = min{¢;, &2} vemos que las contenciones
Be(x) C Be, (xX) N Be,(x) C UNV =W implican que Bg(x) C W y con eso
quedd demostrado que la interseccion de cualesquiera dos elementos
de T} pertence a T}.
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Ahora si U C T} tomemos cualquier x € [JU. Existe un U € U
tal que x € U. Como U € 1Y%, podemos encontrar un & > 0 para el
cual B.(x) C U. Por lo tanto, B.(x) C U C [JAU lo cual prueba que
JU e . O

En el Andlisis es de suma importancia el concepto de espacio
métrico; resulta que todas las propiedades de espacios métricos que
tienen que ver con la continuidad se deben a las propiedades de una
topologia que surge de manera natural en cualquier espacio métrico.

DEFINICION 2.7. Dado un conjunto X una funciéon p: X x X — R se
llama métrica en X si se cumplen las siguientes condiciones (llamadas
los axiomas de meétrica).

(i
(ii
(iii
(iv

p(x,y) > 0 para todos x,y € X;
p(x,y)=0siysolosix=y;

p(x, y) = p(y, x) para todos x, y € X;

p(x,y) < p(x, z) + p(z, y) para cualesquiera x, y, z € X.

-—_—

El par (X, p) se llama espacio métrico y con frecuencia se denota
simplemente por X. Para cualesquiera puntos x,y € X el numero
p(x,y) se percibe intuitivamente como la distancia entre x y y. De
modo que el concepto de espacio métrico es una generalizacion de las
estructuras matematicas y de la vida real en las cuales existe la nocion
de distancia entre dos puntos. La propiedad (iii) se llama el axioma de
la simetria de la distancia y la propiedad (iv) es el axioma del triangulo.

Ejercicio 2.8. Supongamos que (X, p) es un espacio meétrico; si
x € Xy & > 0 entonces el conjunto B(x,¢) = {y € X : p(x,y) < &}
se llama la bola de radio & centrada en el punto x. La familia
T(p) = {2} U{U C X : para todo x € U existe € > 0 tal que B(x,¢) C U}
es una topologia en X y se dice que T(p) esta generada por la métrica p.
Cualquier espacio métrico se va a considerar con la topologia generada
por su métrica.

EJERCICIO 2.9. Hagamos p(x, ) = |x—y| para todos x, ¥ € R. Probar
que p es una métrica en R que genera la topologia natural de R.

Ejercicio 2.10. Dados puntos x = (X1,...,Xn) Y Y =(V1,...,yyn) del
espacio R" hagamos p,(x,y) = /> 1, (x; — ¥;)?. Entonces p, es una
métrica en R™ que genera la topologia natural de R".

EJERCICIO 2.11. Si X es un conjunto arbitrario hagamos d(x, x) = 0
para todo x € X y d(x,y) = 1 para cualesquiera x,y € X tales que
x # . Entonces d es una métrica en X que genera la topologia discreta
en X.
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El siguiente espacio topologico es un clasico objeto de estudio en
el Analisis Funcional.

EjempLO 2.12. Sea I = [0,1] C R; denotemos por C(I) el conjunto
de todas las funciones reales continuas en el segmento I. Para todas
f,g € C) hagamos p,(f, g) = sup{|f(x) — g(x)| : x € I}. Entonces el
nuamero p,(f,g) esta bien definido para cualesquiera f,g € C() y la
funcion p, es una métrica (misma que se llama la métrica uniforme)
en C(I). La topologia generada por la métrica uniforme se llama Ia
topologia uniforme en C(I).

DEMOSTRACION. Dadas f, g € C(I), la funcion h = f — g es continua.
Esto significa que h(I) es un conjunto acotado en R. De aqui se sigue
que la funcién p,, esta bien definida, o sea que p,(f, g) < oo para todas
f,g € C). Es obvio que p,(f,9) = pu(g,f) > 0 para cualesquiera
f£rg € CWU). Si pyu(f,g) =0, entonces | f(x) — g(x)| = 0 para todo x € L.
Esto quiere decir que f(x) = g(x) para cada x € I, asi que f = g.

Por ultimo, sean f, g, h € C(I). Dado un x € I se tiene que

|f(x) — h(x)| < [f(x) — gx)| + |g(x) — h(x)| < pu(f, 9) + pu(g, h).

De modo que para todo x € X se cumple |f(x) — h(x)| < pu(f,g) +

pu(g, h), asique py(f, h) = sup{|f(x)—h(x)| : x € I} < pu(f, @+pu(g, h).
Con esto se acaba de demostrar que d es una métrica en C(I). O

El siguiente método brinda nuevos ejemplos de espacios a partir
de un solo espacio X; dichos ejemplos se llaman subespacios de X.

EJErcIciO 2.13. Supongamos que X es un espacio topologico vy
Y C X. La familia T§§ ={UNY :U € 1(X)} es una topologia en Y
misma que se llama la topologia inducida en Y de X o la topologia de
subespacio de X.

EJErRcICIO 2.14. Supongamos que X es un espacio topologico y
Y C Z C X. Entonces Ty = (T3)%, es decir, la topologia inducida en Y
de X coincide con la topologia inducida en Y de Z cuando Z trae la
topologia inducida de X.

Los ejercicios 2.13 y 2.14 muestran que ya tenemos una infinidad
de ejemplos de espacios topolbgicos obtenidos como subespacios del
espacio R.

Para analizar espacios generales necesitamos varias herramientas
adicionales.

DEFINICION 2.15. Dado un espacio topologico X una familia B C
T(X) se llama base del espacio X si para cada U € T(X) existe una familia
B C B tal que U = JU'. En otras palabras, una familia % de abiertos
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de X es una base de X si todo subconjunto abierto de X es unién de
una subfamilia de 3.

DEFINICION 2.16. Si X es un espacio topologico entonces una familia
¥ C T(X) se llama subbase del espacio X la familia A & de todas las
intersecciones finitas de los elementos de & es una base en X.

Los conceptos de base y de subbase de un espacio X son utiles ya
que la topologia de X puede ser demasiado grande para visualizarse
mientras bases y subbases, aparte de representar bastante bien a la
topologia, podrian ser lo suficientemente pequefias para controlarlas
trabajando con el espacio.

PROPOSICION 2.17. Una familia 9B de abiertos de un espacio X es una
base de X siy solo si para todo x € X y todo abierto U C X para el cual
x € U existe Be€ B tal que x € BC U.

DEMOSTRACION. Si % es una base en X fijemos x € X y un abierto
U C X tal que x € U. Existe una familia B’ C % tal que Y%’ = U y por
lo tanto x € B para algun B € %’. De modo que x € B C [J®B' = U asi
que queda demostrada la necesidad.

Ahora, si B es una familia que tiene la propiedad formulada en la
hipotesis tomemos cualquier abierto U C X. Para todo x € U existe
By € % para el cual x € B, C U; la familia B’ = {By : x € U} esta
contenida en By B’ = U asi que B es una base en X. O

EJErciciO 2.18. Si X es un espacio discreto entonces la familia
{{x} : x € X} es una base en X.

Ejercicio 2.19. La familia {(p,q) : p,q € Q} de los intervalos
racionales es una base numerable en R.

Esercicio 2.20. Si (X, p) es un espacio métrico entonces la familia
{B(x,¢): x € X, € > 0} de todas las bolas de X es una base en X.

Ejercicio 2.21. Si %y ={(a,+x):a e R} y ¥ = {(—o0,a) : a € R}
son las familias de los rayos derechos e izquierdos respectivamente de
la recta R entonces la familia & = ¥y U &1 es una subbase de R.

Los espacios con base numerable son de importancia no sélo en
Topologia sino también en muchas otras areas de las Matematicas. A
continuaciéon veremos que muchos espacios clasicos (entre ellos los
espacios R™ y todos su subespacios) tienen base numerable. Por lo
pronto demostraremos un resultado general muy util sobre las bases
numerables.

TEOREMA 2.22. Si un espacio topologico X tiene base numerable
entonces para cualquier base B en X existe una subfamilia numerable
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B C B tal que B’ también es una base de X. En otras palabras, si X
tiene base numerable entonces cualquier base de X (que no necesita ser
numerable) contiene una base numerable.

DEMOSTRACION. Fijemos una base arbitraria % en el espacio X;
por hipotesis, X tiene una base numerable N; sea {U, : n € N} una
enumeracion de N. Digamos que un par p = (n, m) € Nx N es adecuado
si existe un conjunto B, € % tal que U, C B, C Uy. SiP C NxN
es el conjunto de los pares adecuados y B’ = {B,, : p € P} entonces la
correspondencia p — B, nos brinda una sobreyeccion de P sobre %'
Se sigue de P C N x N que |P| < |N x N| = |N] asi que P es numerable y
por lo tanto %’ también lo es.

Finalmente, si x € V € 7(X), entonces existe m € N tal que
x € U, C V (véase la Proposicion 2.17). Como B es base de X existe
B € B para el cual x € B C U,,. Recordando una vez mas que N es
también una base podemos hallar n € N con x € U, C B. De modo
que U, C B C U,, por lo cual el par p = (n, m) es adecuado y, por lo
tanto, U,, C B, C By,. Tenemos que B, € B’y x € B, C Uy, C V lo que
muestra que %’ satisface la hipotesis de la Proposicion 2.17 y por lo
tanto %’ C B es una base numerable en X. a

Vamos a necesitar dos herramientas adicionales para analizar los
espacios topologicos arbitrarios: la cerradura y el interior. La cerradura
formaliza la nocién intuitiva de “cercania” de un punto a un conjunto
y el interior de un conjunto consiste de los puntos “lejanos” del
complemento del conjunto.

DEFINICION 2.23. Un conjunto F de un espacio topoldgico X se
llama cerrado si X \ F es abierto en X. En otras palabras, los conjuntos
cerrados de X son los complementos de los abiertos de X.

DEFINICION 2.24. Dado un conjunto A en un espacio topolégico X
el conjunto A = "{F : F es cerrado en X y A C F} se llama la cerradura
de A en X. Si hay necesidad de precizar en qué espacio se toma la
cerradura la vamos a denotar por Cly(A).

DEFINICION 2.25. Si A es un subconjunto de un espacio topologico
X entonces el conjunto Int(A) = | J{U : U es abiertoy U C A} se llama
el interior del conjunto A. Si tenemos que enfatizar el espacio en el que
se toma el interior lo denotamos por Intx(A).

Observe que, técnicamente, la cerradura de un conjunto A es el
cerrado minimo que contiene a A; por otra parte, el interior de A es el
abierto maximo contenido en A.

PROPOSICION 2.26. Para todo espacio topoldgico X y todo A C X las
siguientes condiciones son equivalentes:
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() x € A;
(i) six € U € T(X) entoncesUN A # @.

DEMOSTRACION. Dado un x € A, supongamos que U N A = @ para
algun abierto U > x. Se sigue de A C X\ U que el conjunto cerrado X\ U
contiene a A. Pero A es la interseccion de todos los conjuntos cerrados
que contienen a A, asi que A C X\ U. Concluimos que UNA = @
lo que es una contradiccion con x € Uy x € A. Por lo tanto, quedd
demostrada la implicacion (i) = (ii).

Sea x € X un punto para el cual se cumple (ii). Para probar que
X € A, tomemos un conjunto cerrado F D A. Como U = X \ F es abierto
y UN A = g, no puede ser que x € U. Entonces, x € F, y por ser F
arbitrario, el punto x pertenece a todo conjunto cerrado, que contiene
a Ay por consiguiente a A. U

EJErcicio 2.27. Dado un espacio topologico X y A C X probar que
x € Int(A) siy solo si existe U € 1(X) tal que x € U C A.

Tarea de la Clase 2.

Esta tarea presenta métodos adicionales para desarrolar el tema de
la Clase 2. Sus enunciados se van a usar en las Clases posteriores asi
que es imprescindible un trabajo serio sobre las preguntas que siguen.

Problema 2.A. Dado un espacio X probar que
(i) la interseccion de cualquier familia de subconjuntos cerrados de X es
un conjunto cerrado en X;
(ii) launion de cualquier familia finita de cerrados de X es un subconjunto
cerrado de X.
Problema 2.B. Para cualquier espacio topologico X demostrar que
(i) un conjunto F es cerrado en X siy solo si F = F;
(i) si A C B C X entonces A C B;
(iij) A = A para todo A C X;
(iv) AUB =AU B para todos A, B C X;
Problema 2.C. Para cualquier espacio topologico X demostrar que
(i) un conjunto U C X es abierto si y solo si Int(U) = U;
(ii) si A C B C X entonces Int(A) C Int(B);
(iii) Int(Int(A)) = Int(A) para todo A C X;
(iv) Int(A N B) = Int(A) N Int(B) para todos A, B C X.
Problema 2.D. Dado un espacio topolégico X demostrar que Int(A) = A\m
para cualquier A C X.
Problema 2.E. Dado un espacio topolégico X demostrar que A = X \ Int(X \ A)
para cualquier A C X.
Problema 2.F. Sea X un espacio topolégico. Demsotrar que si U y V son
abiertosen Xy U =V = X entonces UNV = X.
Problema 2.G. Supongamos que X es un conjunto sin topologia y % es una
familia de subconjuntos de X que satisface las siguientes condiciones:
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BB =X;
B2)siU,V € RByx € UNV entonces existe W € Btalquex ¢ W C UNV.
Probar que
(a) las uniones de todas las subfamilias de % forman una topologia T en
X tal que % es una base de (X, T).
(b) La topologia T es tnica en el sentido de que para cualquier topologia
u en el conjunto X si % es una base de (X, u) entonces u = T.

Problema 2.H. Supongamos que X es un conjunto sin topologia y & es una
familia de subconjuntos de X tal que U ¢ = X. Probar que existe una tunica
topologia T en X tal que ¥ es una subbase de (X, T).

Problema 2.I. Probar que el espacio R" tiene base numerable para todon € N.

Problema 2.J. Sea T la topologia discreta en R. Probar que el espacio (R, T) no
tiene subbase numerable.

Problema 2.K. Sea {7;:t € T} una familia de topologias en un conjunto X.
Demostrar que T = (|{7: : t € T} es una topologia en X.

Problema 2.L. Dar un ejemplo de un conjunto X y dos topologias Ty, T1 en X
tales que To U T; no sea una topologia en X.

Problema 2.M. Probar que todo conjunto abierto de R es unién numerable de
intervalos disjuntos.

Problema 2.N. Probar que para cualesquiera a, b € R los conjuntos {a}, [a, b]
y [a, +00) son cerrados en R.

Problema 2.0. Demostrar que N es un subespacio discreto y cerrado en R.

Problema 2.P. Dado un conjunto A C R demostrar que x € A siy solo si
existe una sucesion {a, : n € N} C A que converge a x en el sentido del
Analisis.

Problema 2.Q. Dado un conjunto A C R demostrar que x € Int(A) siy solo si
existe € > O tal que (x — &, x + &) C A.

Problema 2.R. Demostrar que Q no es cerrado ni abierto en R y, ademas,
Q=R.

Problema 2.S. Supongamos que (X, d) es un espacio métrico y consideremos
la funcién do definida por la féormula do(x,y) = min{d(x,y),1} para
cualesquiera x, y € X. Demostrar que d, también es una métrica en X que
genera la misma topologia en X, es decir, T(d) = T(do).

Problema 2.T. Dados a,b € R, a < b sea Cla, b] el conjunto de todas las
funciones continuas en el segmento [a, b]. Para cualesquiera f, g € Cla, b]

hagamos p(f, g) = \/f:(f(t) — g(t)?dt; demostrar que p es una métrica en

Cla, b].

Problema 2.U. Para cualesquiera conjuntos A,B C R podemos formar el
conjunto A+B={x+y:x € A,y € B}. Probar que si U C R es abierto
entonces A + U es abierto para todo A C R.

Problema 2.V. Un espacio X se llama separable si existe un conjunto
numerable A C X tal que A = X. Probar que R" es separable para
todon € N.

Problema 2.W. Demostrar que R con la topologia discreta no es separable.

Problema 2.X. Dado un espacio métrico (X, d) demostrar que X es separable
si y solo si tiene una base numerable.
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Problema 2.Y. Considere la familia B = {[a,b) : a,b € R, a < b} de
subconjuntos de R. Demuestre que existe una Unica topologia 7; en R
tal que %B; es base de (R, Ts). El espacio S = (R, T;) se llama la flecha de
Sorgenfrey; demuestre que el espacio S es separable.

Problema 2.Z. Demuestre que la flecha S de Sorgenfrey no tiene base
numerable. Deduzca de este hecho que no existe métrica en R que genere
la topologia de la flecha de Sorgenfrey.






Capitulo

Funciones y continuidad

Es imposible sobreestimar la importancia de las funciones conti-
nuas tanto en matematicas como en sus aplicaciones. En particular, en
ningun curso de topologia se puede prescindir de este tema. Ademas,
la topologia brinda el trato mas amplio y general de las funciones y de
la continuidad por lo que este material es aplicable en cualquier area
de las matematicas.

A partir de este momento vamos a seguir el ejemplo del uso
en inglés de la palabra “map” en lugar de “function” en el caso de
funciones entre espacios topolégicos arbitrarios. De modo que vamos a
utilizar con frecuencia el término “mapeo” en vez de “funciéon” cuando
se trata de funciones entre espacios arbitrarios reservando la palabra
"funcion” para funciones reales.

DEFINICION 3.1. Dados espacios topolodgicos X, Y y una funcion
f: X — Y, se dice que f es continua siy so6lo si para cada U € 7(Y) el
conjunto f~1U) = {x € X: f(x) € U} es abierto en X.

DEFINICION 3.2. Supongamos que X es un espacio topologico y
A C X; un conjunto B C X se llama vecindad de A si A C Int(B). Si
x € Int(B) entonces decimos que B es una vecindad del punto x. Si B
es abierto entonces lo llamamos vecindad abierta (de A o del punto x
segun el caso).

Eiercicio 3.3. Para todo espacio topolégico X probar que un
conjunto A C X es abierto en X si y solo si A es vecindad de cada
punto x € A.

DEFINICION 3.4. Sean X y Y espacios topologicos y f: X — Y un
mapeo. Se dice que f es continuo en un punto x € X si para todo
V e 1(Y) tal que f(x) € V existe un conjunto U € 7(X) talque x € U y
f) cv.

TEOREMA 3.5. Si X y'Y son espacios topoldogicosy f: X — Y, entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. el mapeo f es continuo;

19
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2. existe una base B en Y tal que f~1(U) es abierto en X para cada
U e %,

3. existe una subbase B en'Y tal que f~1(U) es abierto en X para cada

U ec %B;

f es continua en cada x € X;

si F es cerrado en Y, entonces f~(F) es cerrado en X;

f(A) C f(A) para todo A C X;

f~1B) C f~'(B) paratodoB C Y;

f~HInt(B)) C Int(f~'(B)) para todoB C Y.

PN U

Para presentar los enunciados (6)-(8) con toda rigurosidad, deberia uno
escribir f(Cly(A)) C Cly(f(A)) en (6), Clx(f~'(B)) C f~'(Cly(B) en (7) y
en el inciso (8) afirmar que f~'(Inty(B)) C Intx(f~1(B)). Sin embargo,
para no volver demasiado cargadas las formulas, utilizaremos la misma
barra para cerradurasy el mismo simbolo Int para interiores en espacios
diferentes si esto no causa confusion.

DEMOSTRACION. Es evidente, que (1) = (2) = (3). Sea % una
subbase de Y como en la condicién (3). Tomemos cualquier punto
Xo € X. La familia 9% es subbase en Y, asi que, dado un U € 7(Y) tal que
v = f(xo) € U, podemos encontrar Vy,...,V, € %B para los cuales se
tiene que yo € Vin...NnV, C U.

El conjunto W = N{f~'(V;) : i = 1,...,n} es abierto por ser una
interseccion finita de abiertos. Ademas, x e Wy f(W)cCc vin...NV, C
U. Esto demuestra la continuidad de f en el punto xy. Como se tomo
Xo arbitrariamente, concluimos que (3) = (4).

Si F es cerrado en Y, entonces el conjunto U = Y \ F es abierto
en Yy f(x) € U para cada x € X\ f~4F). Por ser f continua en
el punto x, existe V, € 7(X) tal que x € V, y f(Vy) C U. Esto
implica que V, N f~1(F) = g, 6 sea que V, C X\ f~'(F). Resulta que
X\ fUF) ={Vx:x € X\ fUP)} y porlo tanto X \ f~(F) es abierto
en X lo que muestra que f~!(F) es cerrado. Esto prueba que (4) = (5).

Supongamos que se cumple (5) y fijemos un A C X. El conjunto

f(A) es cerrado en Y y por lo tanto f~!(f(A)) es cerrado en X. Ademas,
A C f~Y(f(A)) lo que implica A C f~'(f(A)). Aplicando f a ambas
partes de esta contencion, obtenemos (6).

Para establecer que (6) = (7) denotemos el conjunto f~'(B) por A.
Aplicando (6) al conjunto A vemos que f(f~1(B)) C f(A) = f(f~1(B)) = B
y por lo tanto, f~1(B) C f~1(B).

Como Int(B) = Y\ Y \ B, tenemos que f~!(Inty(B)) = f~"(Y\ Y\ B) =
X\ f~1(Y \ B); se sigue de (7) que f~%(Y\B) D f~1(Y\B) =X\ f1(B)
asi que f~l(Inty(B)) = X \ f~HY \ B) C X\ X\ f~1(B) = Intx(f~(B)), y
por lo tanto, qued6 demostrada la implicacion (7) = (8).
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Por ultimo, tomemos un U € 7(Y). Haciendo uso de (8), vemos que
F Nty (U) = f~1U) € Intx(f~ 1) € £HU).

De aqui se sigue que Intx(f~1(U)) = f~(U) lo que implica que f~1(U)
es abierto en X. O

PROPOSICION 3.6. Sean X y Y espacios topoldgicos.

1. Si f: X — Y es una funcion continua, entonces para todo Z C X la
funcion g = f|Z: Z — f(Z) es continua;

2. si Z es un espacio topoldgico y los mapeos f: X - Yy g:Y — Z
son continuos, entonces el mapeo h = go f: X — Z es continuo;
3.si ZC Yy f:X — Z es una funcion continua, entonces f es

continua considerada como funcion de X en'Y.

DEMOSTRACION. (1) Sea x un punto arbitrario de Z. Dada una
vecindad abierta U de f(x) en f(Z) tomemos un V € 7(Y) tal que
flx) e VN f(Z) = U. Como f es continua en el punto x, existe
W e 1(X) tal que x € Wy f(W) C V. Como consecuencia tenemos que
gwnz)y=fwnz)yc fwWynf(z) c vn f(Z)=U.Entonces, W, =WnNZ
es una vecindad abierta de x en Z para la cual se cumple g(W;) C U.
Esto quiere decir que g es continua en x.

Para demostrar (2), tomemos cualquier conjunto U € T(Z). En-
tonces, h='(U) = f~Y(g~"(U)). Puesto que el mapeo g es continuo,
tenemos que V = g~}(U) € 7(Y). Ahora, usando la continuidad de f
concluimos que h='(U) = f~Yg='(U)) = f~'(V) es abierto en X.

(3) Si U € 7(Y) entonces f~HU) = f~HU N 2) € 1(X) debido a que
f: X — Z es continua. O

PROPOSICION 3.7.

1. Si X es un espacio discreto, entonces toda funcion en X es continua.

2. Sean X y Y espacios topoldogicos arbitrarios. Supongamos que
f: X — Y es una constante, o sea que existe un y, € Y tal que
f(x) = vy para todo x € X. Entonces la funcion f es continua;

3. Una funcion f: R — R es continua (R se considera con la topologia
natural) si y solo si f es continua en cada punto a € dom(f) en
el sentido del andlisis tradicional (o sea Ve > 036 > 0Vx(|x — a| <

6 = |f(x)— fla)| < &)

DEMOSTRACION. (1)Si f: X — Y esunafunciény U € 1(Y), entonces
f~HU) es abierto en X porque lo son todos los subconjuntos de X.
(2) Para todo U C Y se tiene que f~YU)=Xsiyo e U,y f71(U) =2
si vg ¢ U. Resulta que la imagen inversa de cualquier conjunto (y en
particular, de cualquier conjunto abierto) es abierta.
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(3) Supongamos que f es continua en el sentido del Analisis. Tomemos
un x € R y un abierto U > f(x). Segun la definicion de la
topologia natural, existe un ¢ > 0 tal que (f(x) — ¢, f(x) +¢&) C U.
La condicion (3) nos garantiza la existencia de un 6 > 0 tal que
fllx—8,x+9)) C (f(x)— ¢, f(x)+¢€) C U,y esto significa exactamente
que f es continua en el punto x en el sentido topologico.

Por otra parte, si f es continua en el sentido topologico, x € R
y € > 0, entonces existe un subconjunto U € T(R), tal que x € U y
tenemos la contencion f(U) C (f(x) — &, f(x) + €). Recordando otra vez
la definicion de la topologia natural de R, concluimos que existe un
60 > 0 tal que (x — 8, x+0) C U. Es facil verificar que  es como requiere
la definicion de la continuidad del Analisis. O

DEFINICION 3.8. Sea X un conjunto. Si f,g son funciones de X en
Ry A € R, entonces podemos definir las funciones f+g, f-gyA-f
de X en R de la sigueinte manera: (f + g)(x) = f(x) + g(x), (f - g)(x) =
fx) - g(x), (A- fHx)=A- f(x) para todo x € X. Si, ademas, para todo

X € X se tlene que g(x) # 0, entonces haciendo (f )(x) = chgg para cada
f

x € X definimos la funcion 3

Es evidente, que f+g, f - g, g y A - f son funciones de X en R. Cabe
observar, que estas funciones se definieron en cada punto de X por su
respectiva formula. Notemos también que la definicion tiene sentido,
porque en las partes derechas se suman, se dividen, o se multiplican
los ntimeros reales.

TEOREMA 3.9. Sea X un espacio topoldgico. Supongamos que f,g
son funciones de X en R (que se considera como espacio topologico con
la topologia natural). Si f y g son continuas, entonces lo son f+g, f-g
y A - f para todo A € R. Si, ademds, g(x) # 0 para todo x € X, entonces
la funcion Jg también es continua.

DEMOSTRACION. Fijemos un punto xy € X para demostrar que las
funciones (f+g), A-f), f-gVy 5 son continuas en Xxg.

Fijemos un ¢ > 0. Debido a la continuidad de las funciones
f v g, existen vecindades abiertas U y V del punto x, tales que
SWU) C (flxo) = 5, f(x0) + 5) y g(V) C (g(xo) — 5,9(x0) + 5). El
conjunto W = U ﬁ V es una vecindad abierta de x,. Para verificar
que (f+g)(W) C ((f +g)(xp) — &, (f + g)(x0) + €) tomemos cualquier punto
x € W. Entonces

|(f + 9)(x) — (f + @) (x0)| = |f(x) — flx0) + g(x) — g(x0)]
< |fO) — fxo)| + g(x) — g(x0)|.
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Acordandonos que x € W, concluimos que x € Uy x € V y por lo tanto
|f(x) = f(x0)] < 5y |g(x) — g(xo)| < §.De aqui se sigue que

|(f +9)(x) — (f + g)(x0)| < [f(x) = fx0)| +]g(x) — glxo)| < 5+ 5 =¢

con lo que qued6 demostrada la continuidad de f + g.
Para establecer la continuidad de A - f en x,, consideremos dos
posibilidades:

(a) A = 0. En este caso (A - f)(x) = 0 para todo x € X y es claro que A - f
es continua.

(b) A # 0. Como f es continua en X, existe una vecindad abierta U del
punto xy tal que | f(x) — f(xo)| < ﬁ para todo x € U. Ahora, si x € U,
entonces [(A - f)(x) — (A - Hxo)| = |A] - | f(x) — fxo)| < |A- ITEI =gy esto
demuestra que A - f es continua en Xxj.

Tratandose de la funcién f - g, si K = | f(xo)| + |g(x0)| + 1, entonces
el conjunto O = (—K, K) es abierto en R y contiene a los puntos f(xg) y
g(x0). Hagamos U = f~1(0) N g~ '(0). Es claro que U es una vecindad
abierta de xo en X y para cada x € U tenemos que f(x) € Oy g(x) € O
0 sea, | f(x)| < Ky |gx)| < K.

Sea € > 0. La continuidad de f y g en x, implica que existen
vecindades abiertas V; y V, de x, tales que |f(x) — f(xo)| < 5% para
todo x € Vi y |g(x) — g(x0)| < 5% para todo x € V,. El conjunto
W =ViNV,NU es una vecindad abierta de x,; para todo x € W
tenemos que

|(f - @x) — (f - 9)x0)| = | f(x) (X) 9(x0)) + g(x0) - (f(x) — f(xo)]

< |flx | |g(x) — glxo)| + |g(x0)| - | f(x) — flx0)|
<K- \g —g(xo)\ +K - | f(x) — f(x0)|
<K- +K =¢&.

En estos calculos empleamos el hecho de que |f(x)| < Ky [g(xo)| < K
asi como [f(x) — f(xo)| < 5% vV |9(x) — g(x0)| < 5% debido a que
xX,Xg € ViNVoNU. De modo que se estableci6 la continuidad de

la funcion f - g en el punto Xxy.

Dado un & > 0, demostremos primero la continuidad de la funcion
é en el punto xy. Consideremos el conjunto O = {t € R: |t]| > M}.
Es claro que O es abierto en R y g(xp) € O. De aqui se sigue que
V = g~}O) es abierto en X, contiene a xo y |g(x)| > ‘g(x" | para todo
x € V. Consecuentemente,

1 2
(1) ol < Tateey Para todo x € V.

Como K = e )‘ —— > 0 existe una vecindad abierta U del punto xq
tal que g(U) C (g(xo) — K, g(xo) + ) Hagamos W = U NV y tomemos
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cualquier x € W. Se tiene que

(5)() = (5)x0)| = |

1 1| _ _ R S
g g0~ o | = 1900 = 90| - earam

Aplicando (1) concluimos que = 2K asi que

1 2
[9()]-1g(x0)] < [9(x0)[?
|(§)(x) - (é)(Xo)| <5p-2K=¢

para todo x € W lo cual mustra que la funcion é es continua en el

punto xy. De modo que la funcién é es continua. Finalmente, observe

que la funcion g =f. }] tiene que ser continua por ser producto de

funciones continuas. O

DEFINICION 3.10. Sea X un espacio topoldgico. Supongamos que
fn: X — R es una funcién para todo n € N Diremos que la sucesion
{fn : m € N} converge uniformemente a una funcion f: X — R, si para
todo € > 0 existe un m € N tal que | f,(x) — f(x)| < € para todos n > m
yx e X.

TeEOREMA 3.11. Dado un espacio topologico X supongamos, que
una funcion f,: X — R es continua para todo n € N. Si la sucesion
(fnu)nen converge uniformemente a una funcion f: X — R, entonces f
es continua.

DEMOSTRACION. Dado un punto xo € X demostraremos que f es
continua en xy. Sea U una vecindade abierta de f(x() en R. Existe
un £ > 0 tal que (f(xg) — & f(xg) + &) C U. Como (fn)neny converge
uniformemente a f, existe un m € N tal que |f,(x) — f(x)| < £ para
todos n > m y x € X. En particular, |f.1(x) — f(x)| < £ para todo
x e X.

La funcion f,,1 es continua por lo cual existe un V > x abierto
en X tal que fi1(V) C (fin1(xo) — 5, fins1(x0) + §). Para terminar la
demostracion es suficiente establecer que f(V) C (f(xg) — €, f(xo) + €).
Con este fin tomemos cualquier x € V. Tenemos que

| £ )= fxo)| < |F(x) = fine1 0O +] fins1 (%) = 1 ()| + | fme1 (0) — F(X0)].

Como |fm(x) — f(x)| < £ para todo x € X, el primero y el tercer
sumando son menores que £. El segundo sumando es menor que £
porque tenemos la contencion fi,1(V) C (finr1(x0) — 5, fm+1(x0) + 5). De
aqui se sigue que |f(x) — f(xo)| < €y por lo tanto qued6 demostrado

que f(V) C U. O

TEOREMA 3.12. Sea X un espacio topoldgico. Supongamos que
fni X > Rygu: X — R son funciones para cada n € N. Si la sucesion
(fn) converge uniformemente a f y (g,) converge uniformemente a g,
entonces
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1. (fu + gn) converge uniformemente a f + g,

2. Para todo A € R la sucesion (A - f,) converge uniformemente a A - f;

3. Si las funciones f,, ¥ gn son acotadas para todo n € N (esto
quiere decir que existen K, > 0, L, > 0 tales que |f,(x)| < Ky, ¥
|gn(x)| < L, para todo x € X yn € N), entonces la sucesion (f,, - gn)
converge uniformemente a f - g.

DEMOSTRACION. (1) Fijemos & > 0. Puesto que (f,) converge
uniformemente a f, existe un m € N tal que para todo x € X se
tiene que |f,(x) — f(x)| < § en cuanto n > m. Analogamente, hay un
l € N para el cual |g,(x) — g(x)| < § para cualesquieran > ly x € X.
Ahora, sin > m+ 1, entonces n > m y n > L por lo que

|(fn + Gn)(x) = (f + @) = | fn(x) + gnlx) — fx) — g(x)|
< () = fOO] + [gn(x) — g0 < 5+ 5 = ¢,

para todo x € X y esto prueba que (f, + g») converge uniformemente a
f+g.

(2) Si A =0, es evidente que (2) se cumple. Sea A # 0. Para cualquier
€ > 0 existe un m € N tal que |f(x) — f(x)| < 15 para todon > my
x € X. Por consiguiente,

A~ fu(x) = A= fOO)] = A [fu(X) = fOO] < [A] - 157 = &

para todo n > m y x € X. Con esto se probo que la sucesion (A - f,)
converge uniformemente a A - f.

(3) Demostremos primero que la funcion f es acotada. Existe
un n € N tal que [fn(x) — f(x)] < 1 para todo x € X. Luego
|fOO = fn ()] < [fun(0)—f(x)| < 1,dedonde |f(x)| < [fu(x)[+1 < Ky+1
para todo x € X. Por lo tanto, f es acotada. La demostracion para g es
analoga, asi que g también es acotada. Fijemos K > 0 y L > 0 tales que
|fx0)| < Ky |gx)| <L para todo x € X; sea M = K+ L + 1. Existe un
m e Ntal que | f,,(x) — f(x)] < min{1, 55}y [gn(x) —g(x)| < min{1, 55}
paratodon > my x € X.

Si n > m entonces |fn(x)| — [f(0)| < |fulx) — f(x)| < 1, y por lo
tanto se cumple la desigualdad |f,(x)| < 1+ |f(x)] < 1+K < M para
todo x € X. Luego

| fn(00gn(x) — f(x)g(x)| = | frn()(Gn(x) — g(x)) + gx)(fu(x) — f(x))
< Ifn(x)\ : Ign(x —gx)| + |gx)| - | fulx) — f(x)
<M - +M 5= =&

para todo x € X, lo cual prueba que la sucesiéon (f, - g») converge
uniformemente a f - g. O
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DEFINICION 3.13. Dados dos espacios topologicos X y Y y un mapeo
continuo f: X — Y, diremos que f es un homeomorfismo si f es una
biyecciony £~ es continuo. Los espacios Xy Y se llaman homeomorfos
si existe un homeomorfismo entre ellos. La expresion X ~ Y se usara
para decir que los espacios X y Y son homeomorphos.

EJERCICIO 3.14. Demostrar que para cualesquiera espacios topolo-
gicos XvyY,
1. X~ X;
2. si X ~ Y, entonces Y ~ X;
3.siX~YyY ~ Zentonces X ~ Z;
4. si f: X — Y es un homeomorfismo, entonces para todo Z C X el
mapeo f7 = f|Z: Z — f(Z) es un homeomorfismo.

DEFINICION 3.15. Se dice que P es una propiedad topologica, si,
dado un espacio X que tiene P, cualquier espacio Y homeomorfo a X,
también tiene %.

TEOREMA 3.16.

1. Si existe una biyeccion entre dos espacios discretos, entonces son
homeomorfos.

R es homeomorfo a su subespacio (0, 1).

R no es homeomorfo a la flecha de Sorgenfrey (vea el Problema 2.Y)
La propiedad de tener una base numerable es topoldgica.

La propiedad de ser subconjunto de R no es topoldgica.

ViR wN

DEMOSTRACION. Todo mapeo definido en un espacio discreto es
continuo (véase Proposiciéon 3.7). Por lo tanto cualquier biyeccion entre
dos espacios discretos es homeomorfismo, con lo que se demostro (1).
(2) La funciéon f(x) = % - arctan(x) + % es un homeomorfismo entre R
y (0,1), ya que es una biyeccion continua y f~1(x) = tan(5(2x — 1))
también es continua. Aqui usamos el hecho conocido del Analisis de
que toda funcion elemental es continua en los puntos de su dominio.

(3) Denotemos por S la flecha de Sorgenfrey y supongamos que
f:R — S es un homeomorfismo. Los conjuntos A = (—o0,0) y
B = [0,+00) son abiertos en S y por lo tanto cerrados siendo cada
uno complemento del otro. Sean F = f~1(A) y G = f~%(B). Como f
es continuo, tenemos que F y G son no vacios, abiertos y cerrados al
mismo tiempoen R, FNG=2yR=FUG.

Sean a € Fy b € G. Podemos suponer, sin perder generalidad, que
a < b. Consideremos el namero t =inf(G N|a, b]). Es claro que t € [a, b].
Hay dos posibilidades: t e F6 t € G.

Si t € F, entonces existe un ¢ > 0 tal que (t — &,t+¢) C F. En
particular, [t,t + &) N G = @. Pero esto quiere decir que t no puede ser
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el la maxima cota inferior de G N [a, b]. Esta contradiccion muestra que
t ¢ F. En particular, t > a.

Ahora, si t € G, entonces existe un € > O tal que (t — &,t+¢) C G.
Disminuyendo a ¢ si hace falta, podemos suponer que € < t — a. En este
caso el punto u =t — § pertenece a G N [a,b] y u < t—contradiccion
con el hecho de que t es la maxima cota inferior de G N [a, b]. Por lo
tanto no existen conjuntos F y G con las propiedades senaladas, lo que
demuestra que no existe homeomorfismo entre Ry S.

(4) Supongamos que los espacios X y Y son homeomorfos. Si
B = {Uy : n € N} es una base numerable de X, sea ¢ = { f(U,) : n € N},
donde f es algin homeomorfismo entre X y Y. Es claro, que % es
numerable. Es mas, los elementos de 6 son abiertos en Y debido a que
cada uno de ellos es imagen inversa de un abierto en X bajo el mapeo
continuo f~!. Para demostrar que % es una base en Y, tomemos un
yeYyun W € 7(Y) tales que v € W. Como el mapeo f es continuo,
existe un abierto V 3 x = f~1(y) tal que f(V) C W. Siendo & una base
en X, existe un n € N tal que x € U,, C V. Entonces, y € f(U,) C Wy
se prob6 que %6 es una base numerable en Y.

(5) Basta demostrar que un subespacio de R puede ser homeomorfo a
un espacio que no es subespacio de R. Por ejemplo, consideremos el
espacioNCR.If x e NyU = (x—1,x+1) entonces UNN = {x} por lo
cual cada punto de N es abierto en N. Todo subconjunto de N es union
de conjuntos unipuntuales mismos que son abiertos. Concluimos que
todo subconjunto de N es abierto en N es decir N es un subespacio
discreto de R.

Tomando el subconjunto D = {(0,n) : n € N} del plano con la
topologia discreta, obtenemos un espacio discreto (la demostracion
es analoga) que no es subespacio de R. Cualquier biyecciéon entre D
y N es homeomorfismo (véase Proposicion 3.7), asi que la asociacion
n — (0,n) es un homeomorfismo entre Ny D. O

Tarea de la Clase 3.

Esta tarea viene a completar el material sobre las funciones entre
espacios topologicos arbitrarios asi que es muy importante trabajar
seriamente sobre ella. En los problemas que siguen la expresion f,, = f
es una abreviacion de la frase "la sucesion (f,) converge uniformemente
af”.

Problema 3.A. Demostrar que un espacio topolégico X es discreto siy sélo si

todo mapeo f: X — Y es continuo para cualquier espacio Y.

Problema 3.B. ;Existe un mapeo continuo sobreyectivo de la recta R sobre la
flecha de Sorgenfrey?
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Problema 3.C. Demostrar que existe un mapeo continuo de la flecha de
Sorgenfrey sobre un espacio discreto e infinito.

Problema 3.D. >Existe un mapeo continuo de los nimeros irracionales sobre
los racionales si ambos llevan la topologia inducida de R?

Problema 3.E. Demostrar que existe un mapeo continuo de Q sobre Q x Q.

Problema 3.F. Probar que cualquier funcion f: R — R es continua si y soélo
si x, — x implica f(x,) — f(x) para toda sucesion (x,) C Ry x € R (la
convergencia aqui se entiende en el sentido del Analisis).

Problema 3.G. Probar que si una funcion f: R — R es inyectiva, entonces f
es monoétona.

Problema 3.H. Dado un espacio topologico X, sean f'y g funciones continuas
de X en R. Definamos u = max{f,g} vy v = min{f,g} de la manera
siguiente: u(x) = max{f(x), g(x)} vy v(x) = min{f(x),g(x)} para todo
x € X. Demostrar que u y v son funciones continuas en X.

Problema 3.I. Supongamos que fi: R — R es una funcion continua para todo
i€{l,...,n}. Sea f(t) = (fi(t),..., fu(t)) para todo t € R. Probar que
f: R — R" es una funcion continua.

Problema 3.J. Supongamos que f es una funciéon de R en R (no necesari-
amente continua) tal que |f(x) — f(»)| < (x — »)* para todos x,y € R.
Calcular f(17) si se sabe que f(0) = 3.

Problema 3.K. Sea fu(t) = t" para todo n € Ny t € [0,1). Demostrar
que fn(t) — 0 para todo t € [0,1), pero la sucesion (f,) no converge
uniformemente a cero en [0, 1).

Problema 3.L. Demostrar que existen funciones continuas f, g, fu, gn, n € N
de R en R tales que f, = fy gn = g, mientras la sucesiéon (fy - gn) no
converge uniformemente a f - g.

Problema 3.M. Sean f, g, fu, gn, 1 € N funciones continuas de R en R tales
que g(t) # 0 # ga(t) para todo t € Ry n € N. Supongamos que f, = fy
gn = g. iEs cierto que 5—2 = %?

Problema 3.N. Sean f, fn, n € N funciones continuas de R en R tales que
f(t) # 0 # fu(t) para todo t € Ry n € N. Supongamos que f, = f (Es
cierto que f]TL = %?

Problema 3.0. Sean f, fn, n € N funciones continuas de R en R tales que
f(t) > 0 < fu(t) para todo t € Ry n € N. Supongamos que f, = f. jEs
cierto que \/f7 =+/f?

Problema 3.P. Sean f, g, fu, gn, n € N funciones continuas de R en R
tales que fn, = f VY gn = g. ¢Es cierto que u, = u y v, = v, donde
Up = max{ fn, gn}, u = max{f, g} y va = min{fy, gn}, v = min{ f, g}?

Problema 3.Q. Dado un espacio topoloégico X supongamos que f,: X — R (la
funcion f,, no necesariamente es continua) para cada n € N. Denotemos
la funcion fi +...+ fu por g, para todo n € N. Supongamos, ademas, que
| fn(x)| < cn para cualesquiera n € Ny x € X. Demostrar que si la serie
oo

E cn converge, entonces la sucesion (g,) converge uniformemente en X.

n=1
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Problema 3.R. Demostrar que el conjunto Q de los numeros racionales
considerado con la topologia inducida de R, tiene un subespacio cerrado
F # Q homeomorfo a Q.

Problema 3.S. Se sabe que la funcion f,: R — R es un homeomorfismo
para todo n € N. Supongamos que f, = f. ;Es necesariamente f un
homeomorfismo?

Problema 3.T. Demostrar que R no es homeomorfo a ningiin subespacio de
la flecha de Sorgenfrey.

Problema 3.U. Probar que si R es homeomorfo a un Y C R, entonces Y es
abierto en R.

Problema 3.V. Cerciorarse de que R™ es homeomorfo a un subespacio
cerrado de R" para cualquier n > m.

Problema 3.W. Dados a, b, c,d € R tales que a < by c < d, demostrar que
[a, b] es homeomorfo a [c, d].

Problema 3.X. Sean x = (x1,...,Xn), ¥ = O1,...,¥n) € R" distintos puntos
del espacio R". Definamos el segmento [x, ] C R" de la siguiente manera:
[, yI={t-x+(1 —1t)-y:tel0,1]}. Probar que [x, y], con la topologia
inducida de R", es homeomorfo a [0, 1].

Problema 3.Y. Sea fi: R — R un homeomorfismo para todo i < n. Dado un
x = (x1,...,Xn) € R" hagamos f(x) = (fi(x1),..., fulxn)) € R™. Probar que
el mapeo f: R" — R" es un homeomorfismo.

Problema 3.Z. ;Existe un subespacio de (0, 1) homeomorfo a Q?






Capitulo

Subespacios de R y sus
generalizaciones

Practicamente todas las clases importantes de espacios topolégicos
fueron descubiertas cuando surgia la necesidad de considerar las
propiedades de los subconjuntos de los reales en un contexto mas
amplio. El camino usual de extender un teorema mas alla del ambito
de los reales es demostrarlo para R", luego para los espacios de
Hilbert, luego para los espacios métricos etcétera. En esta Clase
presentaremos varias propiedades clasicas de los subconjuntos de Ry
sus generalizaciones en el caso de espacios generales.

Empezaremos con las propiedades de separacion en espacios topo-
logicos. Varias de estas propiedades son tan importantes que se llaman
axiomas de separacion.

DEFINICION 4.1. Un espacio topoldgico X se llama Hausdorff (o
satisface el axioma de separacion de Hausdorff) si para todos puntos
x,y € X tales que x # y existen abiertos U,V C X para los cuales
xeU yeVyUNnV=a. Se dice que los abiertos U y V separan los
puntos xy y.

No todo espacio topologico es Hausdorff como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejercicio 4.2. Probar que la familia T = {@} U {N\ A : A es finito}
de subconjuntos de N es una topologia en N y el espacio (N, T) no es
Hausdorff.

Es facil ver que la recta R, con su topologia natural, es Hausdorff.
De hecho, veremos que satisface axiomas de separaciéon mas fuertes.
Por lo pronto es util el siguiente ejercicio.

EJERCICIO 4.3. Todo espacio métrico es Hausdorff; por lo tanto
cualquier subespacio de R es un espacio Hausdorff.

Para manejar propiedades de separacion mas fuertes necesitamos
el concepto de separacion funcional.

31



32 4. SUBESPACIOS DE R Y SUS GENERALIZACIONES

DEFINICION 4.4. Dado un espacio topoldgico X se dice que conjuntos
A, B C X son funcionalmente separados si existe una funcion continua
f:X —Rtal que f(A) C {0}y f(B) C {1}. Si A ={x} entonces se dice
que el punto x esta funcionalmente separado de B; si, ademas, B = {y'}
entonces decimos que los puntos x y v son funcionalmente separados.

Es claro que los conjuntos funcionalmente separados tienen que
ser disjuntos. No es dificil probar que el ser funcionalmente separados
implica que los conjuntos son separados por conjuntos abiertos.

EJERCICIO 4.5. Supongamos que X es un espacio topolégico y
A,B C X son funcionalmente separados. Entonces existen abiertos
U,V C X que separan los conjuntos Ay B, es decir, AC U, BC Vy
unvs=g.

Para probar que R tiene unas propiedades fuertes de separacion
necesitamos asegurarnos primero de que haya suficientes funciones
continuas en R.

TEOREMA 4.6. Supongamos que A C R es un conjunto no vacio y
hagamos pa(x) = inf{|x — a| : a € A} para todo x € R. Entonces
(i) la funcion p4 : R — R es continua;
(ii) pa(x) =0 six € Ay pa(x) > 0 para todo x € R\ A.

DEMOSTRACION. Fijemos x € R, & > 0, hagamos ¢ = § y tomemos

cualquier y € (x— 9, x+0). Existe a € Aparael cual |[x—a| < pa(x)+dy
porlo tanto pa(y) < |[y—al| < |y—x|+|x—a| < 5+pa(x)+5 < palx)+e.
Esto demuestra que p4(y) — pa(x) < €.

Por otra parte existe a’ € Atal que |[y—a’| < pa(y)+9 lo cual implica
las desigualdades ps(x) < |[x —a’| < |x — y|+ |y —a’| < pa(¥)+20 <
pa(¥)+&. De aqui, pa(y) — palx) > —&y por lo tanto [pa(y) — pa(x)| < &
para todo y € (x — §,x + 6). De modo que p4 es continua en el punto
x, es decir, acabamos de demostrar (i).

Ahora, si x € A entonces, para cualquier £ > 0 existe a €
(x—¢&,x+e)NAyporlotamto 0 < pa(x) < |[x—al < g por consiguiente,
pa(x)=0. Si x ¢ A entonces x € R\ Ay el conjunto R\ A es abierto;
esto nos garantiza que hay un € > 0 tal que (x — &, x + &) N A = @. Luego,
|x —¥| > € para todo x € R\ (x — &,x+¢) por lo cual |[x —y| > ¢
para cada y € A; consecuentemente, p,(x) > € > 0, es decir, (ii) queda
demostrado. O

COROLARIO 4.7. Dado cualquier subespacio X C R si A y B son
conjuntos cerrados disjuntos de X entonces existe una funcion continua
f:X — R tal que f(A) C {0} y f(B) C {1}.

DEMOSTRACION. Si A = @ entonces nos sirve la funcion f = 1; si
B = @ entonces la funcién f = 0 es lo que buscamos asi que podemos
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palx)

suponer que A ¥ @ v B # &. En este caso hagamos f(x) = ————
P q 7oyB7 & f pa(x) + pp(x)

para todo x € X.

Dado cualquier x € X observe que ANX = Ay BN X = B por ser
cerrados los conjuntos Ay B.De ANB=@ se sigueque ANBNX =2
por lo que x no puede pertenecer a AN B; si x ¢ A entonces p4(x) > 0
y si x ¢ B enotnces py(x) > 0 por el Teorema 4.6. De modo que
pa(x)+pp(x) > 0 para cualquier x € X y por lo tanto podemos aplicar el
Teorema 3.9 para ver que f es una funcion continua. Si x € B entonces
pp(x) = 0 por lo que f(x) = 229 = 1. Sj x € A entonces p,(x) = 0 lo cual

T pal
implica que f(x) = 0. O

DEFINICION 4.8. Un espacio topoldgico X se llama normal si para
cualesquiera conjuntos cerrados disjuntos A, B C X existe una funcion
continua f: X — R tal que f(A) C {0} y f(B) C {1}, es decir, Ay B son
funcionalmente separados.

Por lo tanto, el Corolario 4.7 nos garantiza que todo subespacio
de R es normal. Vamos a necesitar también el siguiente axioma de
separacion que lleva el nombre de Tychonoff (este apellido ruso se
transliter6 en aleman y por eso se lee "tijonof").

DEFINICION 4.9. Un espacio Hausdorff X se llama espacio de
Tychonoff si para todo x € X y todo conjunto cerrado F C X tal
que x ¢ F existe una funcién continua f : X — R tal que f(x) =1y
SF) c {0}.

Aplicando el Ejercicio 4.3 y el Corolario 4.7 concluimos que

CoOROLARIO 4.10. Todo subespacio de R es un espacio de Tychonoff.

Para completar esta clase nos faltan otras dos propiedades fun-
damentales de los subconjuntos de R: la propiedad de Bolzano-
Weierstrass y la propiedad de Heine-Borel. Veremos que son equi-
valentes en los subespacios de R aunque no en espacios topologicos
generales.

DEFINICION 4.11. Un conjunto K C R tiene la propiedad de Heine-
Borel si para cualquier familia U C T(R) tal que K C [JU existe una
subfamilia finita W C U tal que K C JW'.

DEFINICION 4.12. Se dice que un conjunto K C R tiene la propiedad
de Bolzano-Weierstrass si toda sucesion (x,,) C K tiene una subsucesion
convergente cuyo limite pertenece a K.

Vamos a posponer un momento la formulacion de las propiedades
de Heine-Borel y Bolzano-Weierstrass para espacios topolbgicos gen-
erales; en lugar de ello veremos como se comportan en los subepacios
de R.
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TEOREMA 4.13. Dado un conjunto K C R si K tiene la propiedad de
Heine-Borel o la propiedad de Bolzano-Weierstrass entonces K es cerrado
y acotado en R.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que K no es acotado y
consideremos la familia U = {(i,i +2) : i € Z} (recuerde que
Z ={0,4+1,42,...} es el conjunto de los niimeros enteros). Es evidente
que | JU =R asi que K C |J9U. Resulta que ninguna subfamilia finita de
A cubre a K. En efecto, si U’ C AU es una familia finita entonces existe
n e Neiy,..., i, €7 tales que W = {(iy,i1 +2),...,(in, in +2)}. Si
p = min{iy,...,i,} vy q = max{iy,..., i, } entonces K C [p,q + 2] y por
lo tanto K es acotado lo cual es una contradicciéon. Esto quiere decir
que K no tiene la propiedad de Heine-Borel.

Ahora, por ser K no acotado existe una sucesion (x,) C K tal
que |x,| > n para todo n € N. Le dejamos al lector probar que la
sucesion (x,) no tiene subsucesion convergente asi que K tampoco
tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass. De modo que cualquiera de
nuestras propiedades implica que K es acotado.

Supongamos que el conjunto K no es cerrado y fijemos un punto
a kK \ K (vea el Problema 2.B). Existe una sucesion (x,) C K tal
que x, — a (vea el Problema 2.P). Es facil demostrar que cualquier
subsucesion de (x,) también converge a a y por lo tanto no tiene limite
en K; por consiguiente, K no tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass.

Para demostrar que K tampoco tiene la propiedad de Heine-Borel
considérese la familia ¥ = {R\ [a — ,a + €] : € > 0}. Tenemos que
UV =R\ {a} y por lo tanto K C |J¥. Si ¥’ es una subfamilia
finita de ¥ entonces existen k € Ny &,...,& > 0 tales que ¥’ =
{R\[a—¢&1,a+&],...,R\[a— &, a+&l}. Hagamos € = min{¢,, ..., &};
es inmediato que | J7" =R\ [a — &, a + &]. Como la sucesion (x;,) coverge
al punto a, existe m € N tal que x,,, € (a — &, a + €) lo cual muestra que
xXm ¢ UV, es decir ¥’ no cubre al conjunto K. Consecuentemente, K
no tiene la propiedad de Heine-Borel. O

EJERCICIO 4.14. Supongamos que K es un subconjunto de R.
Entonces,

1. si K tiene la propiedad de Heine-Borel y L es un subconjunto
cerrado de K entonces I también tiene la propiedad de Heine-
Borel,

2. si K tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass y L es un sub-
conjunto cerrado de K entonces L también tiene la propiedad de
Bolzano-Weierstrass.

TEOREMA 4.15. Para cualesquiera a,b € R con a < b el conjunto
[a, b] tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass.



4. SUBESPACIOS DE R Y SUS GENERALIZACIONES 35

DEMOSTRACION. Sea (x,) una sucesion en [a, b]. Entonces S = {x €
[a,b] : el conjunto {n € N: x,, < x} es infinito} es no vacio ya que
b € S. Ademas S C [a, b] es acotado por lo cual existe p = inf(S); es
evidente que p € [a, b]. Tomemos cualquier € > 0; por la definicién de
p s6lo hay un numero finito de los elementos de la sucesion (x,) en
el intervalo [a, p — €]. Si el conjunto (p — &, p + €) no contiene ningun
elemento de la sucesion (x,) entonces sélo hay un nimero finito de
los términos de (x,) que pertenecen a [a,p + 5] lo cual implica que
inf(S) > p+ § > p dandonos una contradiccion.

De modo que, para todo k € N existe ny € N tal que x,, €
(» — 1, p+ ). De aqui, (x,,) es una subsucesion de la sucesion (x,) que
converge a p. (I

TEOREMA 4.16. Para cualesquiera a,b € R con a < b el conjunto
[a, b] tiene la propiedad de Heine--Borel.

DEMOSTRACION. Supongamos dque existe una familia U de conjuntos
abiertos tal que [a, b] C [JU y U no tiene subcubierta finita, es decir,
la,b] ¢ A para toda familia finita U’ C AU. Fijémonos en el conjunto
S ={x € la, b] : el intervalo [a, x] no se cubre con un namero finito de
elementos de A }. El conjunto S es no vacio ya que b € S; sea p = inf(S).
Existe U € U tal geu p € U. Como U es abierto, podemos elegir € > 0
para el cual (p — &, p + €) C U. Por la eleccion de p existe una familia
finita U’ C U tal que [a,p — ] C JW .

La familia A" = U'U{U} también es finita mientras [a, p+5] C JU”
lo cual muestra que inf(S) > p + % > p; esta contradiccion demuestra
que [a, b] tiene la propiedad de Heine--Borel. (Il

COROLARIO 4.17. Para cualquier K C R las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. K tiene la propiedad de Heine-Borel;
2. K tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass;
3. K es cerrado y acotado en R.

DEMOSTRACION. El Teorema 4.13 muestra que (i) = (iii) y (ii) =
(iii). Si K es cerrado y acotado en R entonces existena,b € Rcona < b
tales que K C [a, b]. Se sigue del Teorema 4.15 y del Ejercicio 4.14 que
K tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass, es decir (iii) = (ii).
Analogamente, vemos que se sigue del Ejercicio 4.14 y el Teorema 4.16
que K tiene la propiedad de Heine-Borel; esto prueba que (iii) = (i). [

DEFINICION 4.18. Un conjunto K C R se llama compacto si K tiene la
propiedad de Heine-Borel o, equivalentemente, la propiedad de Bolzano-
Weierstrass.
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Sin embargo, si queremos extender la definicion de la compacidad
a espacios arbitrarios, las propiedades de Heine-Borel y Bolzano-
Weierstrass ya dejan de ser equivalentes y para el caso general se
utiliza una generalizaciéon de la propiedad de Heine-Borel. De modo
que, partiendo de ciertas propiedades geométricas de R acabamos de
llegar a la definicion de uno de los conceptos mas importantes de las
Matematicas.

DEFINICION 4.19. Un espacio topoldgico X se llama compacto si para
toda familia U C T(X) tal que | JU = X existe una familia finita U’ C U
tal que | JAU' = X. En otras palabras, X es compacto si cualquier cubierta
abierta de X tiene una subcubierta finita.

Tarea de la Clase 4

Esta tarea desarrolla el tema de los axiomas de separacién en
espacios generales. También se presentan las propiedades basicas de
los espacios compactos.

Problema 4.A. (Definicién original de espacios normales). Probar que un
espacio topologico X es normal si y solo si para cualesquiera conjuntos
cerrados disjuntos F, G C X existen abiertos U,V C Xtalesque F C U, G C
VyUnvV=g.

Problema 4.B. Probar que cualquier espacio métrico es normal.

Problema 4.C. Demostrar que cualquier subespacio de un espacio de Haus-
dorff es un espacio de Hausdorff.

Problema 4.D. Demostrar que cualquier subespacio de un espacio de Ty-
chonoff es un espacio de Tychonoff.

Problema 4.E. Demostrar que cualquier subespacio cerrado de un espacio
normal es un espacio normal.

Problema 4.F. Demostrar que cualquier subespacio cerrado de un espacio
compacto es un espacio compacto.

Problema 4.G. Supongamos que X es un espacio compactoy f: X — Y esun
mapeo continuo y sobreyectivo. Demostrar que Y también es compacto.

Problema 4.H. Supongamos que X es un espacio de Hausdorff y K C X es un
subespacio compacto. Demostrar que K es cerrado en X.

Problema 4.I. Probar que cualquier espacio compacto Hausdorff es normal.

Problema 4.J. Probar que cualquier subespacio de un espacio compacto
Hausdorff es de Tychonoff.

Problema 4.K. Supongamos que X es un espacio compactoy f : X — Y es
una biyecciéon continua. Demsotrar que f es un homeomorpfismo.

Problema 4.L. Dado un espacio de Hausdorff X supongamos que K, L C X son
subespacios compactos disjuntos de X. Demostrar que existen conjuntos
UVeTX)talesqueKCU, LCVyUNV=g.

Problema 4.M. Dado un espacio de Tychonoff X supongamos que K C X es
compacto, F C X es cerrado en X y KN F = @. Demostrar que existen
conjuntos U,V € T(X) talesque K C U, FCVyUNYV=g.
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Problema 4.N. Una familia % # @ de conjuntos se llama centrada si [\ ¥ # @
para cualquier subfamilia finita %' C %. Dado un espacio topoldgico X
probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

i) X es compacto;
i) ({A:A € s} # @ para toda familia centrada ¢ de subconjuntos de
X;
iii) (% # @ para toda familia centrada % de subconjuntos cerrados de
X.

Problema 4.0. Supongamos que X es un espacio compactoy f : X — R es
una funcién continua. Probar que f es acotada en X, es decir, existe ¥ > 0
tal que | f(x)| < v para todo x € X.

Problema 4.P. Probar que un espacio métrico (X, p) es compacto si y sélo si
cualquier funciéon continua f : X — R es acotada en X.

Problema 4.Q. Dada una sucesion (x,) en un espacio topologico X se dice que
(xn) converge a un punto a € X (y se escribe x,, — a) si para todo abierto
U C X con a € U existe m € N tal que x,, € U para cualquier n > m.
Demostrar que un espacio métrico (X, p) es compacto siy sélo si X tiene la
propiedad de Bolzano-Weierstrass, es decir, cada sucesion (x;,) C X tiene
una subsucesion convergente.

Problema 4.R. Demostrar que un espacio métrico (X, p) es compacto siy solo
si cualquier subespacio cerrado y discreto de X es finito.

Problema 4.S. Demostrar que cualquier espacio métrico compacto tiene base
numerable.

Problema 4.T. Supongamos que X es un espacio Hausdorff y & es una familia
de subespacios compactos de X. Probar que si U es un subconjunto abierto
de Xy( % C U entonces existe una familia finita % C % tal que (| F' C U.

Problema 4.U. Probar que cualquier espacio compacto Hausdorff numerable
tiene una base numerable.

Problema 4.V. Un punto x de un espacio topologico X se llama aislado si el
conjunto {x} es abierto en X. Probar que, para cualquier espacio compacto
Hausdorff X, si X es numerable y A es el conjunto de los puntos aislados
de X entonces A = X.

Problema 4.W. Probar que un conjunto K C R" es compacto siy sélo si K es
cerrado y acotado en R".

Problema 4.X. Dado un espacio métrico (X, p), una funcion f : X — R se
llama uniformemente continua si para todo & > 0 existe 6 > 0 tal que para
cualesquiera x, ¥ € X si p(x, y) < 6 entonces | f(x) — f(»)| < &. Probar que
cualquier funcién uniformemente continua en X es continua. Demostrar
que la funcién f: R — R tal que f(x) = x* para todo x € R es continua
pero no uniformemente continua.

Problema 4.Y. Probar que si (X, p) es un espacio métrico compacto entonces
una funcion f: X — R es continua si y so6lo si f es uniformemente
continua.

Problema 4.Z. Dado un espacio compacto X % & supongamos que f: X — R
es una funcion continua. Demostrar que los nimeros m = inf{ f(x) : x € X}
y M = sup{f(x) : x € X} estan bien definidos y existen puntos Xmin,
Xmax € X tales que f(Xmin) = M Y f(Xmax) = M.






Capitulo

Espacios producto

La operacion del producto, la que estudiaremos en esta clase, es un
método muy poderoso para construir nuevos ejemplos de espacios
topolégicos. Estos ejemplos vienen en forma de subespacios de
productos de espacios previamente estudiados. Es sorprendente la
amplitud de las clases asi obtenidas. El resultado principal es Teorema
de Tychonoff de la inmersion que dice que todos los espacios de
Tychonoff se pueden obtener de la recta real por medio de productos y
subespacios.

DEFINICION 5.1. Sea X; un conjunto no vacio para todo t € T.
El conjunto X de todas las funciones x: T — [J{X; : t € T} tales que
x(t) € X; paratodot € T, se llama producto cartesiano de los conjuntos
X, y se denota [[{X;:t € T} 0 [[,c; X;. En el caso de que X; = Y para
todo t € T, denotaremos el producto [, . X; por YT. Si X; = @ para
algin t € T, hacemos [[{X;:t € T} = @.

CoMENTARIO 5.2. Si T = {1,2}, entonces se suele denotar el
producto [],.X; por X; x X, y definirlo como el conjunto de todos
los pares (x1, x») donde x; € X;, i = 1, 2. Esta definicién es equivalente
a la presentada en 5.1.

DEMOSTRACION. Six; € X7y X, € X, entonces el par (x1, x») puede
interpretarse como una funciéon x: {1,2} — X; U X tal que x(1) = x; y
x(2) = x. Reciprocamente, si f: {1,2} — X; U X,y f(i) € X; para cada
i = 1,2 entonces el par x = (f(1), f(2)) es un elemento del producto
definido de la manera tradicional. O

PROPOSICION 5.3. Sea {X; : t € T} una familia de conjuntos.
Supongamos que Ay C Xy para todo t € T. Entonces
1. A=[[{Ar:teT}CX=][{X::t €T}
2. Sig#B C Xy paratodot e Ty A=][{Ar:teT}=B=[[{B::te
T}, entonces Ay = By para cadat € T.

DEMOSTRACION. De acuerdo a la definicién, cada x € A es una
funcion de T en [J{A; : t € T} tal que x(t) € A, para todo t € T. Pero
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tenemos la contencion | J{A,;:t € T} C J{X;:t € T}y x(t) € A; C Xy,
asi que x € Xy el inciso (1) qued6 demostrado.

Observemos antes que nada, que se sigue de la definicion del
producto que A; ¥ @ para todo t € T debido a que A = B # @.
Procediendo por contradiccion, supongamos que existe un ty, € T tal
que A, # B;,. Podemos suponer, sin perder generalidad, que A;,\B;, # &
y por lo tanto podemos tomar un punto ag € Ay, \ Bi,. Definamos un
x € [[{A; : t € T} como sigue: x(ty) = ap vy x(t) = a;, donde a, es
un punto arbitario de A; para todo t # t;. Tenemos que x € A, pero
x(ty) ¢ B:, por lo que x ¢ B. De modo que x € A\ By esto es una
contradiccion. O

EJErRCICIO 5.4. Sea X un conjunto arbitrario. Si (Y,T) es un
espacio topologico y f: X — Y es un mapeo, entonces la familia
f~Y™={f"'(U): U € 1} es una topologia en X.

TEOREMA 5.5. Sea X un conjunto arbitrario. Supongamos que (Y, T¢)
es un espacio topoldgico para cada t € T, y que estdn dados mapeos
ft: X — Y, parat € T. Entonces:

1. la familia B = \J{f;'(t,) : t € T} genera una topologia T como
subbase;

2. el mapeo f;: (X, T) — (Y, T;) es continuo para todot € T;

3. si pu es una topologia en X tal que cada mapeo f;: (X, u) — (Y, Ty) es
continuo, entonces T C U.

La topologia T se llama topologia generada por los mapeos f;.

DEMOSTRACION. (1) La familia % genera una topologia como una
subbase, ya que para todo t € T se tiene que J®B > | f (1) =
YUt = f71(Yp) = X. Por lo tanto | J%B = X y es aplicable el Problema
2.H segun el cual existe una unica topologia T en X tal que % es subbase
para T.

Si U € 14, entonces ft_l(U) pertenece a % y por lo tanto, a T. Esto
demuestra que todos los mapeos f;: (X, T) — (Y, T;) son continuos.

Supongamos que u es una topologia en X tal que f;: (X, u) — (Y, T¢)
es continuo para todo t € T. Tomemos cualquier U € 7. Como %
es subbase de T, existe una familia U de subconjuntos de X cada
elemento de la cual es interseccion finita de los elementos de % vy tal
que se cumple | JU = U.

Sea W € . Entonces existen ty,...,t, € TyU; € 1y, i=1,...,n
tales que W = ﬂ{ftjl(Ui) :i=1,...,n}. Recordando que f;: (X, ) —
(Y, T¢) es continuo para todo t € T, podemos concluir que ftl_l(Ul-) eEu
para todo i y por lo tanto W € u. Esto demuestra que U C yu. Como
u es una topologia, se tiene que U = [JAU € p. Siendo U un elemento
arbitrario de T, resulta que T C p. O
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DEFINICION 5.6. Sea (X¢, T;) un espacio topologico para todot € T.
Si t € T, definiremos la proyeccion natural p; del conjunto X = [[{X;:
t € T} sobre el factor X; haciendo p(x) = x(t) para todo x € X. La
topologia T en X, generada por los mapeos {p; : t € T}, se llama
topologia del productoy el espacio (X, T) se llamara producto topoldgico.

TEOREMA 5.7. Sea X; un espacio topologico para todo t € T y sea
X = [l;er Xt su producto topoldgico. Sity,...,tn € Ty O; € T(Xy), i=
1,...,m, sealty,...,ty;01,...,0,] ={x € X : x(t;) € Oy, i =1,...,n}.
Entonces la familia Bx = {[t1,...,tn;01,...,0xl :n €N, t; € T, O; €
T(Xy,) para todo i € {1,...,n}} es una base de X que se llama base
canonica de X. Ademas, [ty,...,tn;01,...,0,] = O1 x... X Op X[ [{X; :€
T\{ti,...,tn}} encuantoty,...,t, € Ty O; € T(Xy,) para cada i < n.

Por eso la base candnica del producto infinito es una generalizacion
de la base de rectdngulos del producto finito.

DEMOSTRACION. Notemos que se tiene la igualdad
[tl,...,tn;Ol,...,On]=m{[ti,0i] = 1,...,1’1}.

Ademas, [t;, O;] = pt_il(Oi) asi que By es exactamente la base generada
por la subbase & = | J{p; '(1(X,)) : t € T}. Como la topologia de X esta
generada por las proyecciones {p; : t € T}, acabamos de demostrar
que By es base en X.

Sixe€lt,..., ty;01,...,0,] entonces x es una funcién que manda
Ten|J{X;:t € T}y tiene la propiedad adicional de que x(t;) € O; para
todoi=1,...,n. Entonces, x € O1 X...xOp x[[{X; :€ T\{t1,...,tn}}.

Por otra parte, si x € O; X ... X Oy X [[{X; :€ T\ {t1,...,tn}},
entonces x(t;) € O; y por lo tanto x € [t1,...,;;01,...,04]. ([l

PROPOSICION 5.8. Sea X; un espacio topologico para cada t € T. Si
ArCXyparacadat e T, yA=[[{Ar:teTCc X=[[{X¢:t €T},
entonces la topologia de A heredada de X, coincide con la topologia del
producto de los conjuntos A; con la topologia heredada de X; para cada
teT.

DEMOSTRACION. Sea T la topologia de A heredada de X. Denotemos
por u la topologia del producto en A para demostrar que T = y. Si
q:: A — A; es la proyeccion respectiva, entonces q; = p¢|/A. Como p;
es una funcién continua, la proyeccién q; también es continua (vea la
Proposicion 3.6) para cada t € T. Esto implica que u C T por el Teorema
5.5.

Ahora observemos, que [t,0] N A = {x € A : x(t) € O} para todo
t e Ty O € 1(X;). Entonces, la interseccion de todo elemento de la
subbase candnica de X es elemento de la subbase candnica de A. Es
facil ver que las intersecciéones de todos los elementos de la subbase
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de X forman una subbase de la topologia en A heredada de X. Ya
vimos que cada una de estas intersecciones es elemento de la subbase
canodnica del producto y por lo tanto pertenece a y. Entonces T C uy
con esto se demostr6 que T = L. O

TEOREMA 5.9. Supongamos que X; un espacio topoldgico para cada
teT.Sif:Y— X=][{X::t € T}, entonces la funcion f es continua si
y sdlo si la composicion p, o f es continua para cadat € T.

DEMOSTRACION. Si la funcién f es continua, entonces p; o f es
continua para cada t € T porque la composicion de funciones continuas
es una funcién continua por la Proposicion 3.6.

Supongamos que p; o f es continua para cada t € T. Segun el
Teorema 3.5, para demostrar la continuidad de f, basta encontrar una
subbase B en X tal que f~'(U) es abierto en Y para todo U € @&.
Sabemos que % = U{p[l(T(Xt)) 1t € T} es una subbase en X (vea
2.4.6). Dado un U € B, existe un t € T tal que U = pt_l(O),
donde O es abierto en X;. Como el mapeo p; o f es continuo y
F~HU) = f~Yp;H0)) = (py o £)~1(0), podemos concluir que f~(U) es
abierto en Y y por lo tanto f es continuo. O

TEOREMA 5.10. Supongamos que X; un espacio topoldgico para cada
teT. SiT=J{Syw:w e W}, donde los conjuntos S,, son disjuntos
y no-vacios, entonces el espacio X = [[{X; : t € T} es homeomorfo a

Y= HwEW(HtGSW X).

DEMOSTRACION. Sea x € X. Para todo w € W hagamos x,, = x|Sy
y (x)(w) = x,. Es claro que @(x) € Y, asi que tenemos un mapeo
@: X — Y. Verifiquemos primero que @ es una biyeccion. Dados
x,y € X, x # y, existe unt € T tal que x(t) # y(t). Como los
conjuntos S, cubren T, podemos hallar un w € W para el cual t € §S,,.
Evidentemente x(t) = x,(t) # v, (t) = y(t), asi que x,, # . Esto
demuestra que @(x) # ().

Tomemos cualquier punto y € Y. Para todo w € W tenemos la
funcion y(w): S, — J{X: : t € S, }. Siendo disjuntos los conjuntos
Sw, podemos definir univocamente una funcion x asi: x(t) = y(w)(t),
donde w es el Unico elemento de W para el cual t € S,,. Recordando
que T = |J{Sy : w € W}, nos damos cuenta de que x es una funcion de
Ten|J{X,:t€T}.Esmas,sit e T, entoncest € S, paraunw € Wy
x(t) = y(w)(t) € X¢, con lo que nos cercioramos de que x € X. Notando
que x,, = ¥(w) para todo w € W, vemos que @(x) = y y por lo tanto ¢
es una biyeccion.

Para verificar que @ es continua, basta etablecerlo para las
composiciones q,, o @, w € W, donde q,,: Y — [[{X; : t € Sy} es
la proyeccién natural de Y sobre [[{X; : t € S} que es la w-ésima
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coordenada de Y. Con este proposito fijemonos en un w € W. Para
probar que g, o @ es continuo, es suficiente mostrar que para todo
t € Sy, el mapeo 7; o (q o @) es continuo, donde v; es la proyeccion de
[T{X:: t € S, } sobre X;, 0 sea 1¢(z) = z(t) para todo z € [[{X;: t € Sy, }
(aqui usamos el Teorema 5.9 por la segunda vez).

Observando que #; o (g o )(x) = 1(x|Sw) = x(t), vemos que la
composicion 7 o (4, o @) es igual a p¢, y por lo tanto es continua. De
modo que @ es continuo.

Asimismo, utilizaremos el Teorema 5.9 para mostrar que @~ es
continuo. Para cualquier ¢ € T tenemos que p; o ! = ¥; 0 q,,, donde
w es el Unico elemento de W tal que t € S,,. Como la proyecciones 7; y
q.w son continuas, el mapeo p; o @~! también lo es. O

1

TEOREMA 5.11. Supongamos que X; es un espacio topoldgico para
cadat € T. Si o: T — T es una biyeccion, entonces los espacios
X=[{Xt:teT}yY=[{Xpw :t € T} son homeomorfos.

DEMOSTRACION. Sea Y; = Xgp; entonces, Y = [[{Y;:t € T}y
X =Yy1y paratodo t € T. Dado un x € X hacemos f(x) = x o @. Para
cualquier t € T tenemos que f(x)(t) = x(@(t)) € Xo = Y;. Por lo tanto,
f(x) € Y,osea fesun mapeo de X enY.

Para todo y € Y hagamos g(y) = y o @~ '; esto nos garantiza
que gY)(t) = Y(p~L1) € Yp-1y = X¢ para cada t € T. De modo
que g es una funcion de Y en X. Ademas, para todo x € X
se tiene que g(f(x) = glxo @) = xo @ o @' = x. Asimismo
f@) = f(yo@ ') =yo@ o =y paracada y € Y. De aqui
se sigue que fy g son biyeccionesy g = f~ .

Usando una vez mas el Teorema 5.9, demostraremos que fy g
son continuos. Denotemos por q; la proyeccion de Y sobre Y;; como
siempre, p; sera la proyeccion de X sobre X; para todo t € T.

Tomemos un t € T arbitrario. Para todo x € X se tiene que
ar o f(x) = ai(f(x) = f)() = x(@(1)) = P (x). De modo que g; o f
coincide con pgy. La funcion pg es continua por ser una proyeccion
en X, de lo que se desprende que g; o f es continua. Esto muestra que
f es una funcién continua.

En aras de demostrar que f~! = g es continua, fijemonos en un
t € T arbitrario. Para todo y € Y se tiene que p; o g(x) = pi(g(x)) =
IV = Y~ L(1) = de-1»n(Y). De modo que p; o g coincide con qg-1.
La funcion qq-1¢ es continua por ser una proyeccion en Y, de lo que
se desprende que p; o g es continua. Esto establece que g también es
una funcion continua. O

-1

EJERCICIO 5.12. Sabiendo que el espacio X; es Hausdorff para todo
t € T demostrar que el espacio X = [[,., X; también es Hausdorff.
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EJercicio 5.13. Sabiendo que el espacio X; es de Tychonoff para
todo t € T demostrar que el espacio X = [],.;X; también es de
Tychonoff.

El siguiente teorema fundamental muestra que cualquier espacio
de Tychonoff se obtiene del intervalo I = [0, 1] C R (la topologia de I se
hereda de R) por medio de productos y subespacios.

TEOREMA 5.14 (de Tychonoff de la Inmersién). Supongamos que X
es un espacio topolodgico. Entonces X es de Tychonoff siy solo si existe un
conjunto A tal que X es homeomorfo a un subespacio del producto I*.

DEMOSTRACION. El segmento [0, 1] es Tychonoff debido a que es un
subespacio de R (vea el Corolario 4.10). Empleando el Ejercicio 5.13
vemos que cualquier producto de segmentos es Tychonoff y por lo tanto
todo subespacio suyo también lo es. Esto establece la suficiencia, o sea
que todo espacio homeomorfo a un subespacio de I* es de Tychonoff.

Supongamos ahora que X es un espacio de Tychonoff y considere-
mos el conjunto A = {«: X — [0, 1] : & es una funciéon continua}. Para
todo x € X definimos h(x) € I* de la manera siguiente: h(x)(x) = x(x);
esto nos brinda un mapeo h: X — I*. Sea Y = h(X) C I*; podemos
considerar que f: X — Y asi que es suficiente probar que h es un
homeomorfismo.

Es consecuencia inmediata de la definicién que h es sobreyectivo.
Six,y € Xyx <+, entonces el conjunto {y} es cerrado (recuerde que
todo espacio de Tychonoff es Hausdorff) y no contiene a x. De modo
que existe una funcion continua f: X — R tal que f(x) =1y f(y) = 0.
Hagamos a(x) = f(x) si f(x) € I; si f(x) < 0 hacemos ax(x) = 0 y si
f(x) > 1 entonces ax(x) = 1. Es un ejercicio facil que «: X — I es una
funciéon continua parala cual x(x) = 1y «(y) = 0. Como x € A, tenemos
que x(x) = h(x)(®) # x(y) = h(y)(x) asi que h(x) # h(y). Por lo tanto h
es una biyeccion.

Para todos «q,...,0, € Ay Oq,...,0, € T(R) consideremos el con-
junto W = [ot, ..., %y, O1, ..., 0n]l = {f € I : f(&x;) € O; para todo i =
1,...,n}; entonces W es un abierto canonico de I* (vea el Teorema 5.7).

Demostremos que se cumple
W R WnY)=N{a; (0):i=1,...,n}.

Tenemos que x € h~ ' (W NY) siy sélo si h(x) € Wy esto sucede si
y solo si h(x)(«;) = o(x) € O; paratodoi=1,...,n. Ahora es claro que
x e h '(WnNY)siysolosixe 0([1(01') paracadai € {1,...,n} asi que
(1) esta demostrado.

Sea % la familia de los conjuntos abiertos canoénicos de I*. Se sabe
que % es base en I4 (vea el Teorema 5.7) asi que By = {WNY: W € B}
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es una base en Y. De acuerdo al Teorema 3.5, si h~'(U) es abierto para
todo U € By, entonces h es continuo.

Tomemos cualquier conjunto U € @RBy; entonces U = WNY
para algan W = [«xq,..., &y, O1,...,0,]. Empleando la propiedad (1),
concluimos que h~1(U) = ﬂ{a[l(oi) ti=1,...,n} € T(X) ya que las
funciones «; son continuas. Por lo tanto h~!(U) es abierto siendo igual
a la interseccion de un numero finito de abiertos en X. Resulta que h
es un mapeo continuo.

Fijemos un punto arbitrario y € Y para demostrar que h~! es
continuo en y. Sea x = h~'(y). Dado un abierto U > x, existe
una funcién « € A tal que x(x) = 1, «(z) = 0 para todo z € X\ U.
De aqui V = a=((0,1]) es abierto en X y x € V C U. Hagamos
W = [x,(0,1]]. El conjunto W es un abierto canonico de I4 y
h='WnNY)=a10,1)) = V Cc U. Solo queda ver que y € WNY
debido a que y(x) = h(x)(x) = x(x) = 1. Por lo tanto h~! es continuo en
vy esto prueba que h es un homeomorfismo. O

Tarea de la Clase 5

Esta ultima tarea contiene preguntas de dificultad variable. La
respuesta puede requerir un rengléon o varias paginas asi que no se
desanime si no le sale la respuesta. Al fin que la vida facil es aburrida.

Problema 5.A. Probar que la topologia natural de R" coincide con la topologia
del producto de n copias de R.

Problema 5.B. Probar que un espacio X es Hausdorff si y s6lo si su diagonal
{(x,x) : x € X} es cerrada en el espacio X x X.

Problema 5.C. Probar que un espacio X es discreto si y sélo si su diagonal
{(x,x): x € X} es abierta en el espacio X x X.

Problema 5.D. Dados espacios topologicos X y Y supongamos que f: X — Y
es una funcion continua. El subespacio G(f) = {(x, f(x)) : x € X} del
producto X x Y se llama la grdfica de la funcion f. Probar que la proyeccion
p: G(f) — X es una homeomorpfismo (recuerde que p(x, f(x)) = x para
todo x € X).

Problema 5.E. Supongamos que X y Y son espacios compactos de Hausdorff.
Demostrar que una funcion f: X — Y es continua si y so6lo si su grafica
G(f) es cerrada en el producto X x Y.

Problema 5.F. Supongamos que X; es un espacio topolégico y A; C X; para
todo t € T. Para el conjunto A = J],_; Ar C X =[], X; demostrar que
A= HteT Ay

Problema 5.G. Supongamos que X es un espacio y f;: X — Y; es un mapeo
continuo para todo t € T. Hagamos f(x)(t) = fi(x) paratodot € Ty x € X;
esto nos brinda un mapeo f: X — Y = HteT Y; mismo que se llama el
producto diagonal de la familia { f; : t € T}. Demostrar que f es un mapeo
continuo.

teT
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Problema 5.H. Dados espacios X; y Y; supongamos que un mapeo f;: X; — Y;
es continuo para todo t € T. Para los espacios X = [[,., Xe y Y = [],., Yt
definamos un mapeo f: X — Y por la formula f(x)(t) = fi(x(t)) para todos
x € Xyt e T. El mapeo f se llama el producto de la familia {f; : t € T};
probar que f es continuo.

Problema 5.I. Demostrar que cualquier producto de homeomorpfismos es un
homeomorfismo.

Problema 5.J. Sea X; un espacio topologico para todo t € T. Dado cualquier
S C T hagamos X5 = Htes Xt; sea X = Xr. Fijemos un S C T; para cualquier
f € X sea ps(f) = f|S. Demostrar que la funcion ps: X — Xs es continua y
ps(U) es abierto en Xs para cualquier U € T(X).

Problema 5.K. Supongamos que X, es un espacio con base numerable para
todo n € N. Demostrar que el espacio X = [[{X» : n € N} también tiene
base numerable.

Problema 5.L. Probar que si T no es numerable entonces el espacio RT no
tiene base numerable.

Problema 5.M. Demostrar que un espacio de Tychonoff X tiene base numera-
ble si y sélo si existe un conjunto numerable A tal que X es homeomorfo
a un subespacio de [0, 1]*.

Problema 5.N. Un espacio X se llama separable si existe un conjunto
numerable A C X tal que A = X. Probar que un espacio de Tychonoff
X tiene base numerable si y s6lo si X es separable y existe una métrica p
en X tal que p genera T(X).

Problema 5.0. Supongamos que (X;, p») €S un espacio métricoy pn(x,y) <1
para todos x, ¥ € X, yn € N. Dados x, y € X = H{Xn :n € N} hagamos
p(x,y) = ZZ 27 "pn(x(n), y(n)). Demostrar que p es una meétrica en X
que genera la topologia del producto de X.

Problema 5.P. Supongamos que n € Ny (X;, p;) es un espacio métrico para
cada i € {1,...,n}. Para cualesquiera x,y € X = X; X ... X X, hagamos
p(x,y) = Z,n:l pi(x(i), ¥(i)). Demostrar que p es una métrica en X que
genera la topologia del producto de X.

Problema 5.Q. Probar que el espacio RR es separable, es decir, existe un
conjunto numerable A C R tal que A = R¥.

Problema 5.R. Supongamos que T es un conjunto no vacio y fo € RT.
Hagamos @(f) = f + fo para todo f € RT. Probar que ¢: RT — RT
es un homeomorfismo.

Problema 5.5. Supongamos que T es un conjunto no vacio y fy, € RT.
Hagamos @(f) = f- fo para todo f € R”. Probar que el mapeo ¢: RT — RT
es continuo.

Problema 5.T. Sea C(R) C R¥ el conjunto de todas las funciones continuas.
Probar que C(R) = R®.

Problema 5.U. Demostrar que el espacio RY no es unién numerable de sus
subespacios compactos.

Problema 5.V. Supongamos que K y X son espacios de Tychonoff y K es un
espacio compacto. Para la proyeccion natural px: X x K — X probar que
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el conjunto px(F) es cerrado en X en cuanto F es un conjunto cerrado de
X x K.

Problema 5.W. (Lema de Alexander) Probar que un espacio X es compacto si
y sOlo si existe una subbase % en X tal que cualquier cubierta de X con
elementos de % tiene una subcubierta finita (dicho de manera formal, esto
significa que siU C By | JU = X entonces existe una familia finita W' C U
tal que (JU' = X).

Problema 5.X. Dado un espacio compacto X; para todo t € T demostrar que
el espacio X = HtETX[ es compacto.

Problema 5.Y. Denotemos por I el subespacio [0,1] de la recta real. En I’
considere el subespacio K = {f € I' : x < y implica que f(x) < f(3)}.
Demostrar que K es compacto.

Problema 5.Z. Se dice que una sucesiéon (x,) en un espacio topoldgico X
converge a un punto a € X si para todo U € 7(X) tal que a € U existe
m € N para el cual x, € U para todo n > m. Denotemos por I el
subespacio [0, 1] de la recta real. En I' considere el subespacio S = {f € I' :
el conjunto f~1((0,1]) es numerable}. Demostrar que S no es compacto
mientras toda sucesion (x,) C S tiene una subsucesion convergente a
un punto de S. En otras palabras, el espacio S tiene la propiedad de
Bolzano-Weierstrass pero no la propiedad de Heine-Borel.
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